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1.1 剪枝

        搜索算法的时间复杂度大多是指数级的，难以满足对程
序运行时间的限制要求，为使降低时间复杂度，对深度优
先搜索可以进行一种优化的基本方法——剪枝。

        搜索的进程可以看做是从树根出发，遍历一颗倒置树
（搜索树）的过程，所谓剪枝，就是通过某些判断，避免
一些不必要的遍历过程，形象的说，就是减去搜索树中的
某些枝条。

        显而易见，应用剪枝优化的核心问题是设计剪枝判断方
法，即确定哪些枝条舍弃哪些枝条保留，设计出好的剪枝
判断方法，可以使得程序运行时间大大缩短，否则会适得
其反。

                    剪枝的原则：正确、准确、高效
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    剪枝能优化程序的执行效率，是因为它“剪去”搜索树中的
一些“枝条”。但如果在剪枝时，将所需要的解的枝条剪掉，一
切优化也就没有意义。所以，剪枝的第一个原则是正确性，即必
须保证不丢失正确的结果。

    在保证了正确性的基础上，对剪枝判断的第二个要求就是准
确性，即能够尽可能多的剪去不能通向正解的枝条。剪枝方法只
有在具有了较高的准确性的时候，才能真正收到优化的效果。

    利用出解的“必要条件”进行判断，会有不含正解的枝条没
被剪枝。这些情况下的剪枝判断操作，对程序的效率的提高有副
作用。为了减少剪枝判断的副作用，除了要改善判断的准确性外，
还需要提高判断操作本身的时间效率。

• 原则之一：正确性

• 原则之二：准确性

• 原则之三：高效性

1.1 剪枝



1.1 剪枝的优化技巧
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1.优化搜索顺序

在不同的问题中，搜索树的各个层次、各个分支之间的
顺序不是固定的，不同的搜索顺序会产生不同的搜索树
形态，其规模大小也相差甚远,优先搜索分支较少的节点。

2.排除等效冗余

在搜索过程中，若能判断从搜索树当前节点上沿某几条
不同分支到达的子树是相同的，那么只需对其中一条分
支执行搜索。



1.1 剪枝
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3.可行性剪枝
  可行性剪枝也叫上下界剪枝，其是指在搜索过程中，
及时对当前状态进行检查，若发现分支已无法到达递归
边界，就执行回溯。

4.最优性剪枝
  在最优化问题的搜索过程中，若当前花费的代价已超
过当前搜索到的最优解，那么无论采取多么优秀的策略
到达递归边界，都不可能更新答案，此时可以停止对当
前分支的搜索进行回溯。

5. 记忆化搜索
   可以记录每个状态的搜索结果，在重复遍历一个状态
是直接检索并返回。



1 [3650] 数的划分 可行性剪枝，上下界剪枝)

     将整数n分成k份，且每份不能为空，任意两种划分方

案不能相同(不考虑顺序)。

    例如：n=7，k=3，下面三种划分方案被认为是相同的。

1 1 5 1 5 1 5 1 1

问有多少种不同的分法。

    输入n ，k (6<n<=200，2<=k<=6)  

    输出一个整数，即不同的分法

样例输入 7   3

样例输出  4
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分析
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    求把 n 无序的划分成k份的方案数，最直接的搜索方

法是依次枚举x1，x2……xk的值，也就是求

          x1+x2+...+xk=n的解数。

    显然这么搜索，很容易TLE。所以我们需要剪枝，这道

题用到的主要是可行性剪枝和上下界剪枝；
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①因为本题不考虑分解的顺序，所以我们可以规定分成

的这k个数是从小到大分的，即a[i]<=a[i+1]。

②假设我们已经把n分解为i-1个数分别为a[1],a[2]……a[i-1]
（其中a[1]<=a[2]<=……<=a[i-1]），那么a[i]的最大值是将

剩余k-i+1个数平均划分，即设

            m=n -（a[1]+a[2]+……+a[i-1]），

那么a[i]<=m/(k-i+1)，所以对于每个a[i]，扩展上一级的

m/(k-i+1)；

分析
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思路2：
   设 f(n,m) 为整数 n 拆分成 m 个数字的方案数。

   那么对于每一个情况一定可以分为以下两种情况，且不
重不漏。 

1.不选 1 的情况 

   如果不选择 1，我们把 n 拆分成 m 块的情况，可以等
价于将每一块都减去1，然后分为m块，即 f(n-m,m) 

2.选 1 的情况 

   那么就是其中一块肯定有一个 1，然后对n-1分成m-1块，
即 f(n-1,m-1)。

   所以总递推式为 f(n,m)=f(n-m,m)+f(n-1,m-1)

   递归结束的条件是 n=0 或 n
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2 [3651]: 生日蛋糕
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   7月17日是Mr.W的生日，ACM-THU为此要制作一个体积为

Nπ的M层生日蛋糕，每层都是一个圆柱体。

    设从下往上数第i(1 <= i <= M)层蛋糕是半径为Ri, 高

度为Hi的圆柱。当i < M时，要求 Ri > Ri+1 且 Hi > Hi+1。

    由于要在蛋糕上抹奶油，为尽可能节约经费，我们希望

蛋糕外表面（最下一层的下底面除外）的面积Q最小。

   令Q = Sπ，请编程对给出的蛋糕的体积 N 和 M，找出

蛋糕的制作方案（适当的 Ri 和 Hi 的值），使S最小。

   （除Q外，以上所有数据皆为正整数）



[3651]: 生日蛋糕
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   输入有两行，第一行为N（N <= 10000），表示待制作的
蛋糕的体积为N;第二行为M(M <= 20)，表示蛋糕的层数为M。
  输出仅一行，是一个正整数S（若无解则S = 0）。

样例输入
100  //表示待制作的蛋糕的体积为N
2    //表示蛋糕的层数为M

样例输出
68   //最小的蛋糕外表面的面积Q



   首先理解题意：题目要求在确定体积V和层数m情况下，求最
小的表面积。即在约数条件V和m的情况下，求最小的半径ri和
高度hi。可以用枚举或搜索求解。同时还要求：从下到上的半
径越来越小，高也越来越小。

观察可的，所有的平面的表面积（红色部分）加起来就是
底面的表面积，所以只要算侧面的表面积（绿色部分）就可以。
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思路

红色面积 S1=π*rm*rm

圆柱体侧面积=2π*（r1*h1+r2*h2+...+rm*hm)

圆柱体体积=πr1²​*h​1+...+πrm2*hm
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分析1：优化搜索顺序

自下而上搜索时，先处理大的体积，再处理小的体积；先
处理大的体积，表明剩余的体积更小，分支就会越少（即给剩
余部分的选择余地越少越好），符合“优化搜索顺序”策略。
同时在枚举半径r和高度h时，先枚举半径再枚举高度，因为半
径是平方级别，占的比重更大，同样半径和高度越大，给剩余
部分的选择余地就越少。所以枚举时，半径和高度都从大到小
搜索。

如何考虑搜索的顺序？

• 层间：从下到上
• 层内：先枚举半径再枚举高（半径相

对于高来说对体积的影响较大），半
径由大到小，高度由大到小



18



19

分析2：可行性剪枝

记总体积为n，当前层位u, 第i层的高度为Hu, 半径为Ru， 
体积为Vu, 第m 层到第 u 层体积的累计值 V。对于 R, 当
前为第 u 层, 第 u 层的体积为Vu。R 最小的取值应该是当
前的层号u(上面还有u-1,u-2,..1层，第u层的最小半径为
i) ，R的最大值应该由两部分决定

• u +1层的半径减1, 即Ru+1-1
• 第u层体积的最大值除第u层高度的最小值u
这两者的最小值, 故有以下等式成立

如何确定半径 r 的范围？
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分析2：可行性剪枝

对于第u层高度h的推导同理，高度h的取值的最小值应该
大于等于层号u，高度的最小值由两部分决定
l Hu+1-1
l 第u层体积的最大值除第u层的底面积最小值

如何确定hi的范围？

故同理可得出下列等式
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分析2：可行性剪枝

（还未处理的部分体积）



22

分析2：可行性剪枝

推出
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分析3：最优性剪枝
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代码
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代码
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代码
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代码



3 [2369] 数列分组
给你n个数，将这n个数分成总和相等的若干组，问最多可
以分成多少组？

输入第一行为一个正整数n，第二行输出n个正整数。 输出
一个整数，表示最多可以分成多少组。  

9

5 2 1 5 2 1 5 2 1

输出 

6 

9个数，可以分成 [5 1] [5 1] [5 1] [2 2 2] 共四组。 
28
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样例输入

6

2 2 5 2 1 3

样例输出

6
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4 [3652] 小木棍（木棒）
        乔治有一些同样长的小木棍，他把这些木棍随意砍成几
段，直到每段的长都不超过50。现在，他想把小木棍拼接
成原来的样子，但是却忘记了自己开始时有多少根木棍和
它们的长度。

     给出每段小木棍的长度，编程帮他找出原始木棍的最小
可能长度。

        输入输入文件共有二行。第一行为一个单独的整数N表
示砍过以后的小木棍的总数，其中N≤60。第二行为N个用空
个隔开的正整数，表示N根小木棍的长度。

       输出输出文件仅一行，表示要求的原始木棍的最小可能
长度。

32
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样例输入

9

5 2 1 5 2 1 5 2 1

样例输出

6
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       抽象题意，可将题意理解为： 给你n个数，将这n个数
分成总和相等的若干组，问最多可以分成多少组？（组
数越多即长度越小）

要得到原始最短木棍的可能长度，可以按照分段数的
长度，依次枚举所有的可能长度len，这里的长度len不是
单调的，不能用二分；可以确定原木棍的长度 len 在最长
木棍的长度与 sum之间，

         每次枚举len时，用深搜判断是否能用截断后的木棍
拼合出整数个len，能用的话，找出最小的len即可。

        对于1S的时间限制，用不加任何剪枝的深搜时，时间
效率为指数级，效率非常低，程序运行将严重超时。对
于此题，可以从可行性和最优性上加以剪枝

分析：
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从最优性方面分析，可以做以下两种剪枝：

        1） 设所有木棍的长度和是 sum,那么原长度（也就是
需要输出的长度）一定能够被 sum整除，不然就没法拼了，
即一定要拼出整数根

        2）木棍原来的长度一定大于等于所有木棍中最长的
那一根

综合上述两点，可以确定原木棍的长度 len 在最长木棍的
长度与 sum之间，且 sum能被 len 整除。所以，在搜索原
木棍的长度时，可以设定为从截断后所有木棍中最长的
长度开始，每次增加长度后，必须能整除 sum。这样可以
有效地优化程序

分析：
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优化1：整除

  拼接目标长度length，必然能被总长度sun整除，
否则该进入下一个目标长度。
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优化2：优化搜索顺序

无序的遍历
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有序的遍历

优化剪枝2：优化搜索顺序
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    3-1. 拼接一根木棒只与长度有关，跟木棍的顺序无

关，所以这是组合问题。本题按照组合数的方式枚举。

    3-2. 如果当前木棍加到当前棒中失败了，则直接略

过后面相同长度的木棍。

优化剪枝3：排除等效冗余
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 3-3. 如果木棒的第一根木棍失败，则当前木棒一定失败。

优化剪枝3：排除等效冗余

 3-4. 最后一根木棒放入后可以达到length却没有成功，

就一定失败（对结果没影响）
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综合上述分析，可以剪枝以下7点：
  1) 为保证未来分支更少，所以先从长木棍开始搜。同时短木棍比长木
棍更灵活组合，所以可以对木棍按长度从大到小排序，。
  2)在截断后的排好序的木棍中，当用木棍i拼合原始木棍时，可以从第
i+1后的木棍开始搜。
  3)用当前最长长度的木棍开始搜，如果拼不出当前设定的原木棍长度
len，则直接返回，换一个原始木棍长度len。
  4)相同长度的木棍不要搜索多次。用当前长度的木棍搜下去得不出结果
时，可以提前返回。
  5)判断搜到的几根木棍组成的长度是否大于原始长度len，如果大于，
可以提前返回。
  6)判断当前剩下的木棍根数是否能够拼的木棍根数，如果不够，肯定拼
合不成功，直接返回。
  7)找到结果后，在能返回的地方马上返回到上一层递归处。
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代码（定义）
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代码（main）
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代码（main）
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代码(dfs1 普通写法)



46

代码(dfs1 各种剪枝)



  已知一个数列a0,a1......am（其中a0 = 1，am = n，a0 < a1 
< a2 < ... < am-1 < am）。对于每个k(1<=k<=m)，需要满足
ak=ai+aj（0 <= i, j <= k-1，这里i与j可以相等）。
现给定n的值，要求m的最小值（并不要求输出）,及这个数列的
值(可能存在多个数列,只输出任一个满足条件的就可以了)。
【输入格式】
    多组数据，每行给定一个正整数n。输入以0结束。
【输出格式】
    对于每组数据，输出满足条件的长度最小的数列。

5 [3653] Addition Chains 加成序列 



Sample Input
5
7
12
15
77
0
Sample Output

1 2 4 5
1 2 4 6 7
1 2 4 8 12
1 2 4 5 10 15
1 2 4 8 9 17 34 68 77
Source

[3653] Addition Chains 加成序列 



分析 
先理解题意。题目要求输出这样的一个序列：
  1.序列第一个数是1,最后一个元素为输入的n
  2. 序列是严格单调递增的
  3. 序列中的每个数等于序列中前面的 两个元素的和，
或者某个元素的2倍。
  4. 构造一个长度最短的合法方案

   考虑DFS求解，题目n=100,理论上要搜索100层，但实际
上最优情况下 log100,约8层就可以，如
[1,2, 4, 8 ,16,32,64,128] 8层就可以，预估题目15层也
就差不多。
    这就是迭代加深的精髓所在,就是我们确定答案在一个
比较浅的位置。



迭代加深是指，在深度优先搜索时限制搜索的深度，如果
当前深度限制下搜不到答案，就把深度限制增加，重新在进行
一次搜索。虽然该过程在深度限制为d是，会重复搜索1~d-1层
的节点，但当搜索树节点分子数目较多时，随着层数深度，每
层节点会呈现指数级增长，这点重复搜素与深层子树的规模相
比，实在是小巫见大巫。
  总而言之，但搜索树规模随着层次的深入增加很快，并且我
们能够确保答案在一个较浅层的节点时，就可以采用迭代加深
的DFS方法来解决。

分析 



搜索框架
依次搜索序列中的每个位置k，枚举和作为分支，x[i]和x[j]的和

填到x[k]上，然后递归填写下一个位置。

加入以下剪枝
1. 优化搜索顺序

为了让序列中的数尽快逼近n，在枚举i和j时从大到小枚举.
2. 排除等效冗余
对于不同的和j，x[i]+x[j] 可能是相等的。我们可以在枚举时用一个
bool数组对x[i]+x[j]进行判重，避免重复搜索某一个和.
  经过观察分析可以发现，m的值（序列长度）不对太大（≤10），而
每次枚举两个数的和，分支很多。所以我们采用迭代加深的搜索方式，
从1开始限制搜索深度，若搜索失败就增加深度限制重新搜索，知道找
到一组解时即可输出答案



搜索框架





    已知原数列a1，a2，…，an中前1项，前2项，前3项……前n
项的和,以及后1项,后2项，后3项……后n项的和，但是所有的数
据都已经被打乱了顺序，还知道数列中的数存在于集合Ｓ中，求
原数列。当存在多组可能数列的时候求左边的数最小的数列。
【输入格式】

第一行一个整数n。
第二行2n个整数，注意：数据已被打乱。
第三行一个整数m，表示S集合的大小。
第四行m个整数，表示S集合中的元素。

【输出格式】
输出满足条件的最小数列。

6 [1292] weight （搜索对象的选择）



输出满足条件的最小数列。
样例输入：
5
1 2 5 7 7 9 12 13 14 14
4   //集合的大小
1 2 4 5  //S集合中的元素
输出：
1 1 5 2 5 //

[1292] weight 

  结果序列（1,1,5,2,4）中的值都来自集合S，该样
例选取集合中的{1,2,5}。



因为题目中的Ｓ∈{1..500}，最坏的情况下每个数可以取
到的值有500种，从数学方面很难找到较好方法，而采用搜索
方法是一种很好的解决办法，根据数列从左往右依次搜索原数
列每个数可能的值，然后与所知道的值进行比较。这样，得到
了一个最简单的搜索方法A。

但方法A最坏的情况下扩展的节点为5001000，运算速度过慢。
在这个算法中，对数列中的每个数分别进行了500次搜索，

而导致了搜索量大。如何有效的减少搜索量是提高本题算法效
率的关键。而运用搜索顺序的方法在本题中由于规定了左边的
数最小而无法运用。

分析 



换个角度思考，搜索方法B：回过头来看看题目提供给我们的
约束条件，我们用Si表示前i项的和，用Ti表示后i项的和。
题目中的数据应是数列中的S1,S2……Sn，以及T1,T2……Tn。其中
的任意Si+1-Si和Ti+1-Ti都属于集合Ｓ。另一个比较容易发现的约
束条件是对于任意的i，有Sn=Tn=Si+Ti+1。同样，在搜索的过程中
最大化这些约束条件是提高程序效率的关键。
当任意从已知的数据中取出两个数的时候，会出现两种情况：
    1、两个数同属于Si,或者Ti

    2、两数分别属于Ti和Si



当两数同属于Si或者Ti时，两个数之差，就是图中Sj-Si
那一段，而当j=i+1时，Sj-Si必然属于题目给出的集合Ｓ。
由此，当每次得到一个数Si或者Ti时，若已知Si-1或者Ti-1，
便能判断此时的Si或Ti是否合法。所以在搜索中尽可能利用
Si-1和Ti-1推得Si和Ti的可能取值，便能尽可能利用题目的约
束条件。

因为题目的约束条件集中在Si和Ti中，我们改变搜索的
对象，不再搜索原数列中每个数的值，而是搜索给出的数
中出现在Si或者Ti中的位置。又由于约束条件中得出的Si+1
与Si的约束关系，所以可在搜索中按照Si和Ti递增或者递减
的顺序进行搜索。



• 例如，对于数据：1 1 5 2 5，由它得到的值为
　　1 2 7 9 14 5 7 12 13 14
   排序后为：
　　1 2 5 7 7 9 12 13 14 14
   最大的两个数为所有数的和，在搜索中不用考虑，去掉14：
　　1 2 5 7 7 9 12 13
• 观察发现，数列中的最小数1，只可能出现在所求数列的

头部或者尾部。再假设1的位置已经得到了，去掉它以后，
我们再观察剩下的数中最小的数2，显然也只可能在当前
状态的头部或者尾部加上一个数得到2。这样，每搜索一
个数，都只会将它放在头部和尾部，也就是放入Si中或者
Ti中。



• 推而广之，由小到大对排序的数进行搜索，判断每个数出现
在头部还是尾部。此时由原数列的两头向中间搜索。由之前
的分析可知，每个数只可能属于Si和Ti中。当已经搜索出原
数列的S1,S2…Si和T1,T2…Tj，对于正在搜索的数K,只有两种
可能：Si+1和Tj+1，分别搜索这两个可能，即判断K-Si和K-Tj
是否属于已知集合Ｓ。并且在每搜索出一个数Ｋ的时候，我
们将排序后的数列中Sn-k去掉。这样，当K-Si(Ti)不属于集
合Ｓ或者Sn-k不存在于排序后的数列时，就回溯。

• 这样得到的算法在最坏情况下扩展的节点为21000，并且由于
在搜索过程中充分利用了题目约束条件，运行结果是相当可
观的。

• 在这道题目中，原始的搜索方法搜索量巨大，但通过分析，
选择适当的搜索对象，在搜索量减少的同时充分利用了题目
的约束条件，从而成为了程序的一个有利的剪枝。





CE 数码公司开发了一种名为自动涂色机（APM）的产品。 
它能用预定的颜色给一块由不同尺寸且互不覆盖的矩形构成的
平板涂色。 为了涂色，APM 需要使用一组刷子，每个刷子涂
一种不同的颜色。 

APM 拿起一把有颜色 C 的刷子，并给所有颜色为 C 且符
合下面限制的矩形涂色：为了避免颜料渗漏导致颜色混合，一
个矩形只能在所有紧靠它上方的矩形涂色后，才能涂色。 

7 [3655] 平板涂色

例如下图中矩形 F 必须在 C 和 D 涂
色后才能涂色。 注意，每一个矩形必须
立刻涂满，不能只涂一部分。 
  写程序求一个使 APM 拿起刷子次数最
少的涂色方案。 注意，如果一把刷子被
拿起超过一次，则每一次都必须记入总数。 



7   //矩形的个数N
0 0 2 2 1  左上角的 y坐标和 x坐标，右下角的 y坐标和 x坐标，以及预定颜色。

0 2 1 6 2 
2 0 4 2 1 
1 2 4 4 2 
1 4 3 6 1 
4 0 6 4 1 
3 4 6 6 2

7 [3655] 平板涂色



首先，对于一张有依赖关系的涂色图可以转化为一张拓扑图，
这样看起来更加直观一点(只能先涂入度为0的点)。本题最优
策略是先涂B->D，再涂A->C->F和E，最后涂G，所以答案是3。
  显然易见我们可以用搜索来完成本题，因为数据范围很小。

分析



分析

   第一个搜索的点应该是以哪一个为起点开始搜索？
  本例中可以以A作为起点，或者以B作为起点，那么得到的涂
色次数是不一定相同的。比如说以A为起点，第一步：A->C-
>F，第二步：B->D，第三步：E，第四步：G，总共需要4步，
比最优解3步还多了一步。
   所以说，起点要从所有一开始入度为0的点都枚举一遍，最
后在所有情况中取最小值即是答案。



分析

  下一步，拓扑排序了。把起点的连接点的入度减一，第
二个搜索的点是枚举所有没有被涂过色的点，如果说，连
接点的入度为0，分为两种情况：

两步搜索就可以枚举所有的情况。

下面来处理如何从一个点向另一个点连边？
很显然，从直观上来看，就是第二个矩形在第一个矩形的笼罩下。
用坐标来表示(按照题目所给坐标系，x轴向右，y轴向下，记矩形左上角
为



分析
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翰翰和达达饲养了 N 只小猫，这天，小猫们要去爬山。 
经历了千辛万苦，小猫们终于爬上了山顶，但是疲倦的它们
再也不想徒步走下山了（呜咕>_<）。 
翰翰和达达只好花钱让它们坐索道下山。 
索道上的缆车最大承重量为 W，而 N 只小猫的重量分别是 
C1、C2……CN。 
当然，每辆缆车上的小猫的重量之和不能超过 W。 
每租用一辆缆车，翰翰和达达就要付 1 美元，所以他们想
知道，最少需要付多少美元才能把这 N 只小猫都运送下山？ 

 [6336]  小猫爬山
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输入格式
第 1 行：包含两个用空格隔开的整数，N 和 W。 
第 2..N+1 行：每行一个整数，其中第 i+1 行的整数表

示第 i 只小猫的重量 Ci。 ？ 

输入格式
第 1 行：包含两个用空格隔开的整数，N 和 W。 
第 2..N+1 行：每行一个整数，其中第 i+1 行的整数表

示第 i 只小猫的重量 Ci。 
1≤N≤18,
1≤Ci≤W≤108  

 [6336]  小猫爬山



5 1996// n只猫 每辆缆车上的小猫   
        缆车的重量之和不能超过 W
1 2 199 12 29 //第 i 只小猫的重量 Ci

 [6336]  小猫爬山
2

1≤N≤18,
1≤Ci≤W≤108 



5 1996
1
2
1994
12
29
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今天的课程结束啦……

下课了…
同学们再见！

77


