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      递推是计算机数值计算中的一个重要算法，通过数
学推导，将复杂的运算化解为若干重复的简单运算，以
充分发挥计算机善长于重复处理的特点。

 递推算法以初始{起点}值为基础，用相同的运算规
律，逐次重复运算，直至运算结束。这种从“起点”重
复相同的方法直至到达一定“边界”，犹如单向运动，
用循环可以实现。递推的本质是按规律逐次推出（计算）
下一步的结果。。

1 递推算法



     例：植树节那天，有五位参加了植树活动，他们完
成植树的棵数都不相同。问第一位同学植了多少棵时，
他指着旁边的第二位同学说比他多植了两棵；追问第二
位同学，他又说比第三位同学多植了两棵；如此追问，
都说比另一位同学多植两棵。最后问到第五位同学时，
他说自己植了10棵。到底第一位同学植了多少棵树？

1.1 引例1

【分析】设第一位同学植树的棵数为a1，欲求a1，
需从第五位同学植树的棵数a5入手，根据“多两棵”
这个规律，按照一定顺序逐步进行推算：



　　　    ①a5=10;

　　　    ②a4=a5+2=12;

　　　    ③a3=a4+2=14;

　　　    ④a2=a3+2=16;

　　　    ⑤a1=a2+2=18;

1.1 引例1

本程序的递推运算可用如下图示描述：



程序如下：
　　　#include<iostream>
　　　using namespace std;
　　　int main()
　　　{
　　　    int a=10;     //以第五位同学的棵数为递推的起始值
　　　    for (int i=4; i>=1; i--) //还有4人，递推计算4次
　　　    a+=2;                   //递推运算规律
　　　    cout<<" The Num is "<<a<<endl;
　　　    return 0;
　　　}      

1.1 引例1



1.1 引例2

楼梯有n个台阶，上楼可以一步上一阶，也可以一步上两阶。

一共有多少种上楼的方法？

这是一道计数问题。在没有思路时，不妨试着找规律。

n=5时，一共有8种方法：

5=1+1+1+1+1    5=2+1+1+1    
5=1+2+2             5+2+2+1                  
5=1+2+1+1        5=1+1+2+1

5=1+1+1+2        5=2+1+2            

    



其中有：

   5种方法第1步走了1阶，

   3种方法第1步走了2阶，没有其他可能。

   假设f(n)为n个台阶的走法总数，把n个台阶的走法分成两类。

    第1类：第1步走1阶，剩下还有n-1阶要走，有f(n-1)种方法。

    第2类：第1步走2阶，剩下还有n-2阶要走，有f(n-2)种方法。

    这样，就得到了递推式：f(n)=f(n-1)+f(n-2),不要忘记边界情
况：f(1)=1,f(2)=2。把f(n)的前几项列出：1，2，3，5，8，……。



using namespace std;
int main(){
    int n;
    int a[41];
    a[1]=1;
    a[2]=2;
    while(cin>>n)
    {
        if(n==0)
            break;
        for(int i=3;i<=n;i++)
            a[i]=a[i-1]+a[i-2];
        cout<<a[n]<<endl;
    }
    return 0;
}



1.2 理解递推法

    所谓递推，是指从已知的初始条件出发，依据某种递推
关系，逐次推出所要求的各中间结果及最后结果。其中初始
条件或是问题本身已经给定，或是通过对问题的分析与化简
后确定。

    可用递推算法求解的题目一般有以下二个特点：
     1、问题可以划分成多个状态；
     2、除初始状态外，其它各个状态都可以用固定的递推关

系式来表示。
    在我们实际解题中，题目不会直接给出递推关系式，而

是需要通过分析各种状态，找出递推关系式。



1.2 解决递推问题的一般步骤 

n 建立递推关系式

n 确定边界条件

n 递推求解 

递推的两种形式

n顺推法和倒推法



打印杨晖三角形的前10行。杨晖三角形的前5行如左下图所
示。

       问题分析：我们观察左上图不太容易找到规律，但如果
将左上图转化为右上图就不难发现杨辉三角形其实就是一个
二维表（数组）的下三角部分。

[2046] 杨辉三角
1.3.1 [2046] 杨辉三角形





有如下所示的数塔，要求从顶层走到底层，若每一步只能走
到相邻的结点，则经过的结点的数字之和最大是多少？ 

1.3.2 [2997] 数塔问题



21 28 19 21

38 34 29

50 49

59a[1][1]

a[2][j]

a[3][j]

a[4][j]

a[5][j]

[2997] 数塔问题
1.3.2 [2997] 数塔问题

递推关系： f[i][j]=a[i][j]+max(f[i+1][j],f[i+1][j+1]);
求解：          cout<<f[1][1];
边界：          memset(a,0,sizeof(a));



21 28 19 21

38 34 29

50 49

59a[1][1]

a[2][j]

a[3][j]

a[4][j]

a[5][j]

[2997] 数塔问题
1.3.2 [2997] 数塔问题

递推关系： f[i][j]=a[i][j]+max(f[i+1][j],f[i+1][j+1]);
求解：          cout<<f[1][1];
边界：          memset(a,0,sizeof(a));



[2997] 数塔问题
1.3.2 [2997] 数塔问题
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           Hanoi塔由n个大小不同的圆盘和三根木柱a,b,c组
成。开始时，这n个圆盘由大到小依次套在a柱上，如图1所示。
要求把a柱上n个圆盘按下述规则移到c柱上：

    (1)一次只能移一个圆盘；

    (2)圆盘只能在三个柱上存放；

    (3)在移动过程中，不允许大盘压小盘。

          问将这n个盘子从a柱移动到c柱上，总计需要移动多
少个盘次？                        a                  b                  c 

[2998] Hanoi塔问题 .
1.3.2 [2998] 汉诺塔1



分析

第一步：先借助c柱把a柱上面的n-1个盘子移动到b柱上，所需的

         移动次数为f(n-1)。

第二步：然后再把a柱最下面的一个盘子移动到c柱上，只需要1

         次盘子。

第三步：再借助a柱把b柱上的n-1个盘子移动到c上，所需的移动

        次数为f(n-1)。

由以上3步得出总共移动盘子的次数为：f(n-1)+1+ f(n-1)。
所以：递推式  f(n)=2f(n-1)+1 



分析

确定边界条件：

当n=1时，f(1)=1。

当n=2时，f(2)=3。

   所以   

     边界条件：h1=1



    老师带着同学们一起做传球游戏。 

　　游戏规则是这样的：n（3<=n<=30）个同学站成一个圆圈，

其中的一个同学手里拿着一个球，当老师吹哨子时开始传球，

每个同学可以把球传给自己左右的两个同学中的一个（左右

任意），当老师再吹哨子时，传球停止，此时，拿着球没传

出去的那个同学就是败者，要给大家表演一个节目。 

　　聪明的小蛮提出一个有趣的问题：有多少种不同的传球

方法可以使得从小蛮手里开始传的球，传了m（3<=m<=30）次

后，又回到小蛮手里。两种传球被视作不同的方法，当且仅

当这两种方法中，接到球的同学按照顺序组成的序列是不同

的。比如3个同学1号、2号、3号，并假设小蛮为1号，球传了

3次回到小蛮手里的方式有1->2->3->1和1->3->2->1，共两种。 

1.3.3 [2974]传球游戏球游
戏



设f[i][k]表示经过k

次传到编号为i的人手中的

方案数，传到i号同学的球

只能来自于i的左边一个同

学和右边一个同学，这两个

同学的编号分别是i-1和i+1.

分析-描述状态

f[i-1][k-1]：经过k-1次传到左手边同学的方案数

f[i+1][k-1]：经过k-1次传到右手边同学的方案数



经过k次传到编号为i的人手中的方案数=

经过k-1次传到左手边同学的方案数+

经过k-1次传到右手边同学的方案数

分析-递推式

f[i][k]=f[i-1][k-1]+f[i+1][k-1]



分析-边界

f[1,k]=f[n,k-1]+f[2,k-1],     当i=1时

f[n,k]=f[n-1,k-1]+f[1,k-1],   当i=n时

边界条件：f[1,0]=1；

f[i][k]=f[i-1][k-1]+f[i+1][k-1]

观察递推式，需要考虑哪些边界条件？

1. 求什么？ answer=f[1,m]

2. 边界？



代码



      科学家在热带森林中发现了一种特殊的昆虫，这种昆虫

的繁殖能力很强。每只成虫过x个月产y个卵，每个卵要过两个

月长成成虫。假设每个成虫不死，第一个月只有一只成虫，且

卵长成成虫后的第一个月不产卵(过X个月产卵)，问过Z个月以

后，共有成虫多少只？0≤X≤20,1≤Y≤20,X≤Z≤50。

输入：x,y,z的数值。

输出：过Z个月以后，共有成虫只数。

样例输入：1 2 8

样例输出：37

 1.3.4[2864]昆虫繁殖



分析-递推式

当前成虫数=上一个月的成虫+能变成成功的卵的数量

用 a[i]表示第i个月拥有的成虫数目，

   b[i]表示第i个月产生的新增卵，显然

      
递归式为：
   a[i]=a[i-1]+b[i-2]（每个卵要过两个月长成成虫）



分析-递推式

第i个月产生的新增卵怎么求？

1. 每只成虫过x个月产y个卵

2. 每个卵要过两个月长成成虫。

b[i]为x月前的成虫产的卵;x月前的成虫数为

a[i-x],每只成虫产y个卵，可以得到：

    b[i]=y*a[i-x]



分析-边界

第一个月只有一只成虫

a[1]=1,b[1]=0

第一个月到第x个月都没有产卵

a[i]=1,b[i]=0





       X桌子上有一个m行n列的方格矩阵，将每个方格用坐标表示，行
坐标从下到上依次递增，列坐标从左至右依次递增，左下角方格的坐
标为(1,1)，则右上角方格的坐标为(m,n)。
        小明是个调皮的孩子，一天他捉来一只蚂蚁，不小心把蚂蚁的右
脚弄伤了，于是蚂蚁只能向上或向右移动。小明把这只蚂蚁放在左下
角的方格中，蚂蚁从
       左下角的方格中移动到右上角的方格中，每步移动一个方格。蚂
蚁始终在方格矩阵内移动，请计算出不同的移动路线的数目。
      对于1行1列的方格矩阵，蚂蚁原地移动，移动路线数为1；对于1
行2列（或2行1列）的方格矩阵，蚂蚁只需一次向右（或向上）移动，
移动路线数也为1……对于一个2行3列的方格矩阵，如下图所示：

(2,1) (2,2) (2,3)

(1,1) (1,2) (1,3)

 1.3.5 [2757]移动路线



蚂蚁共有3种移动路线：
路线1：(1,1) → (1,2) → (1,3) → (2,3)
路线2：(1,1) → (1,2) → (2,2) → (2,3)
路线3：(1,1) → (2,1) → (2,2) → (2,3)
输入
输入只有一行，包括两个整数m和n（0 < m+n ≤ 20），
代表方格矩阵的行数和列数，m、n之间用空格隔开。
输出
输出只有一行，为不同的移动路线的数目。
样例输入
2 3
样例输出
3

[2757]移动路线



思考

1.目标状态如何描述？
2. 递推式是什么？
3. 初始条件时什么？



代码



1.3.6 [3443] 筷子
    A先生有很多双筷子。确切的说应该是很多根，因
为筷子的长度不一，很难判断出哪两根是一双的。这天，
A先生家里来了K个客人，A先生留下他们吃晚饭。加上A
先生，A夫人和他们的孩子小A，共K+3个人。每人需要
用一双筷子。A先生只好清理了一下筷子，共N根，长度
为T1,T2,T3,……,TN.现在他想用这些筷子组合成K+3双，
使每双的筷子长度差的平方和最小。



[3443] 筷子

输入
共有两行，第一行为两个用空格隔开的整数，表示
N,K(1≤N≤100, 0<K<50)，第二行共有N个用空格隔开
的整数，为Ti.每个整数为1～50之间的数。
输出
仅一行。如果凑不齐K+3双，输出-1，否则输出长度差
平方和的最小值。
样例输入
10 1 
1 1 2 3 3 3 4 6 10 20 
样例输出
5



思考

l 1. 目标状态如何描述？
l 2. 递推式是什么？
l 3. 初始条件时什么？



分析

f[i][j]表示前i根组成j双筷子每双长度差的和的最小值

1. 目标状态:使每双的筷子长度差的平方和最小

2. 递推推导
在考虑第i根筷子时,需要做出的
决策是：要不要把这只筷子加入
到最优解中去,
   若加入，则其与第(i-1)根筷
子组成一对，则 
f[i][j]=f[i-2][j-1]+(a[i]-
a[i-1])*(a[i]-a[i-1]),
否则f[i][j]=f[i-1][j] 。



因为i与i-1 配对，产生一双筷子，这样剩下的筷子就
是从1~i-2。该递推式的意思就是“前i根组成j双筷子
每双长度差的和的最小值 等于 前i-2根组成j-1双筷子
每双长度差的和的最小值+最后一双筷子长度差的平
方”。 

分析

f[i][j]=f[i-2][j-1]+(a[i]-a[i-1])*(a[i]-a[i-1]),
否则：f[i][j]=f[i-1][j] 。

递推表达式：
  f[i][j]=min(f[i-1][j],
          f[i-2][j-1]+(a[i]-a[i-1])*(a[i]-a[i-1]));





今天的课程结束啦……

下课了…
同学们再见！
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