
算法-二分

                                   信智学院  陈琰宏



1.1 [1108] 查询元素

有一正整数序列a1,a2,a3,...an, 其中 n<=105 ,  ai<=109 有m 个

查询（m<=105）,每次查询m是否在数组a中如果存在输出1，

否则输出0.

样例输入

10 4
16 63 20 30 70 76 73 79 23 40
20
22
40
45

2

样例输出

1
0
1
0



方法1：直接模拟

  顺序查找，执行m次。时间复杂度为0(m*n)
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0(m*n)=1010



      二分法是一种在有序数组中查找某一特定元素的搜索算

法。搜索过程从数组的中间元素开始，如果中间元素正好

是要查找的元素，则搜索过程结束；如果某一特定元素大

于或者小于中间元素，则在数组大于或小于中间元素的那

一半中查找，而且跟开始一样从中间元素开始比较。如果

在某一步骤数组为空，则代表找不到。这种搜索算法每一

次比较都使搜索范围缩小一半。

     二分查找是效率很高，时间复杂度为log2n

       4

方法2：二分



 二分

   什么情况下用二分？

   上下界[a, b]确定、函数在[a, b]内单调

5

   二分把一个区间一分为二，一个区间满足要求，一个区

间不满足。二分就是寻找这个要求的边界。

mid+1mid-1

mid



二分思路

1.对原数组排序，时间复杂度为 0(n*logn)

2. 查找x时限于中间的元素比较，等于则结束。中间数小

于x则在右侧查找（调整左端点）；中间数大于x则在左侧

查找（调整右端点），重复上述方法。时间复杂度为

0(logn)。执行m次，时间复杂度为m*logn。

总的时间复杂度为0(n*logn+m*logn)

6



1.1 [1108]: 查询元素
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序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

原数组 16 63 20 30 70 76 73 79 23 40

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

原数组 16 20 23 30 40 63 70 73 76 79

给出n个不相同的正整数a1,a2,a3,...an, 其中 n<=105 ,  
ai<=109  
有m 个查询（m<=105）,每次查询m是否在数组a中如果存在
输出1，否则输出0. 



1.1 [1108]: 查询元素
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L      Mid      R       A[mid]       x

原数组 16 20 23 30 40 63 70 73 76 79

231 105 40

231 42 20 <

=

r=mid-1

l=mid+1

>

233 43 23



1.1 [1108]: 查询元素
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L      Mid      R       A[mid]       x

原数组 16 20 23 30 40 63 70 73 76 79

221 105 40

221 42 20 <

>

r=mid-1

l=mid+1

>

223 43 23

3 2

L>R



1.1 [1108]: 查询元素

10

原数组 16 20 23 30 40 63 70 73 76 79

r=mid-1l=mid+1

查找 23 查找66



1.1 [1108]: 查询元素
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1.1 [1108]: 查询元素
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通用
   写法！



1.2 [1154] 查询元素2

   给出n个有序的正整数a1,a2,a3,...an, 其中 n<=105 ,  ai<=109 
有m 个查询（m<=105）,每次查询输出刚好大于等于x的位置，

如果不存在大于x的元素输出n+1。
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输出

2

11

7

1

输入

10 4

16 20 20 40 40 63 70 73 76 79

20

100

65

5



 分析
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序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

数组 16 20 20 40 40 63 70 73 76 79

   a数组有序，可以利用二分法实现查找，注意不存在大

于等于x的情况可以单独特判。

a[mid]<x时，mid不可能为答案，所以l=mid+1;

否则,mid可能为答案，所以r=mid;

此种情况注意 mid=(l+r)>>1;while（l<r）,l,r点为答案
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数组 16 20 20 40 40 45 45 45 76 79

L     Mid     R      A[mid]     x
  1          5           10           40      <      45

 6          8           10          45       ≥      45

 6          7           8            45       ≥      45

 6          6           7            45       ≥      45

 分析：刚好大于等于x的位置(x>=k)
序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

该位置不符合要求舍弃 l=mid+1

该位置符合要求 r=mid

该位置符合要求 r=mid

该位置符合要求 r=mid

6                       6 L==R  找到位置 i=6，结束！



1.2 满足≥x 最靠左（小）的位置
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1.3[1036] 数的范围
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    给定一个按照升序排列的长度为 n 的整数数组，以及 q 

个查询。对于每个查询，返回一个元素k 的起始位置和终止

位置（位置从 0 开始计数）。如果数组中不存在该元素，则

返回 -1 -1。

   输入第一行包含整数 n 和 q，表示数组长度和询问个数。

第二行包含 n 个整数，表示完整数组。

   接下来 q 行，每行包含一个整数 k，表示一个询问元素。

1≤n≤1000001  1 ≤q≤10000    1≤k≤10000

   输出共 q 行，每行包含两个整数，表示所求元素的起始

位置和终止位置。

    如果数组中不存在该元素，则返回 -1 -1。



1.3 [1036] 数的范围
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输入样例
6 3
1 2 2 3 3 4
3
4
5

输出样例
3 4
5 5
-1 -1

满足≤x 最靠右的位置 满足 ≥x 最靠左的位置



1.3 满足≤x 最靠右（大）的位置
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数组 3 9 11 13 22 27 33 57 66 77

L     Mid=(l+r)/2    R   A[mid]       x

  1           5                    10       22      ≤      26
 5           7                    10       33       >      26

 5           5                     6        22       ≤      26

5          5                     6         22      ≤      26

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

该位置符合要求 l=mid

该位置不符合要求 r=mid-1

该位置符合要求 l=mid

该位置符合要求 l=mid

陷入死循环！

小于等于26的最大值



1.3 满足≤x 最靠右（大）的位置
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数组 3 9 11 13 22 27 33 57 66 77
序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

小于等于26的最大值

如何解决“满足要求最大值”的死循环问题？

上取整！mid=(l+r+1)/2



1.3 满足≤x 最靠右（大）的位置
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数组 3 9 11 13 22 27 33 57 66 77

 1                   6                     10         27     >     26
1                   3                     5           11     ≤      26

3                   4                     5            13    ≤      26

4                   5                     5             22   ≤      26    

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

该位置不符合要求 r=mid-1

该位置符合要求 l=mid
该位置不符合要求 l=mid

该位置不符合要求 r=mid

小于等于26的最大值

5                                          5              l==r 得到结果 22对应的i，结束     

L     Mid=(l+r+1)/2         R    A[mid]       x



1.3 满足≤x 最靠右（大）的位置
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L    Mid=(l+r+1)/2   R    A[mid]     x

  1          6            10           45      ≤      45

 6          8           10            45      ≤      45

 8          9          10            76      ≥       45

8                       8            

该位置符合要求 l=mid

该位置符合要求 l=mid

该位置不符合要求 r=mid-1

数组 16 20 20 40 40 45 45 45 76 79
序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

l==r 得到结果 对应的i=8，结束     
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1.3 满足≤x 最靠右（大）的位置
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数组 3 9 11 13 22 27 33 57 66 77

 1                   6                     10         27     >     26
1                   3                     5           11     ≤      26

3                   4                     5            13    ≤      26

4                   5                     5             22   ≤      26    

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

该位置不符合要求 r=mid-1

该位置符合要求 l=mid
该位置不符合要求 l=mid

该位置不符合要求 r=mid

小于等于26的最大值

5                                          5              l==r 得到结果 22对应的i，结束     

L     Mid=(l+r)/2         R    A[mid]       x
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总结：二分的三种情况

1. 求满足等于x的位置

2. 求满足大于等于x的最左位置

3. 求满足小于等于x的最右位置
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二分的三种情况
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二分的三种情况



二分的三种情况
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二分的三种情况
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1.3 [3630] 愤怒的牛
 农夫 John 建造了拥有N (2 <= N <= 100,000)个牛舍的小屋，
这些牛舍排在一条直线上。这些牛舍依次编号为x1,...,xN (0 
<= xi <= 1,000,000,000). 但是，John的C (2 <= C <= N)头牛们并
不喜欢这种布局，而且几头牛放在一个牛舍里，它们会相
互攻击。为了不让牛互相伤害，John决定自己给牛分配舍，
使任意两头牛之间的最小距离尽可能的大，那么，这个最
大的最小距离是什么呢

      输入第一行：空格分隔的两个整数N和C，第2-n+1行：
i+1行指出了xi的位置输出一个整数，最大的最小

32

样例输入

5 3
1
2
8
4
9

样例输出

3
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　　（1）暴力法。从小到大枚举最小距离的值dis，然后检查，如果发

现有一次不行，那么上次枚举的就是最大值。如何检查呢？用贪心法：

第一头牛放在x1，第二头牛放在xj≥x1+dis的点xi,第三头牛放在

xk≥xj+dis的点xk，等等，如果在当前最小距离下，不能放c条牛，那么

这个dis就不可取。复杂度O(nc)。

　　（2）二分。分析从小到大检查dis的过程，发现可以用二分的方法

找这个dis。这个dis符合二分法：它有上下边界、它是单调递增的。复

杂度O(nlogn)。

题解：
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 [1091]  自动刷题机
   自动刷题机刷题的方式非常简单：首先会瞬间得出题目的正
确做法，然后开始写程序。每秒，自动刷题机的代码生成模
块会有两种可能的结果： 
     1.写了 x 行代码    
     2.心情不好，删掉了之前写的 y 行代码。（如果 y 大于当前

代码长度则相当于全部删除。） 
对于一个 OJ，存在某个固定的正整数长度 n，一旦自动刷题
机在某秒结束时积累了大于等于 n行的代码，它就会自动提交
并 AC 此题，然后新建一个文件（即弃置之前的所有代码）并
开始写下一题。SHTSC 在某个 OJ 上跑了一天的自动刷题机，
得到了很多条关于写代码的日志信息。他突然发现自己没有
记录这个 OJ 的 n究竟是多少。所幸他通过自己在 OJ 上的 
Rank 知道了自动刷题机一共切了 k 道题，希望你计算 n可能
的最小值和最大值。

36



 [1091]  自动刷题机
    输入第一行两个整数 l , k，表示刷题机的日志一共有 l行，
一共了切了 k 题。接下来 l 行，每行一个整数 xi，依次表示
每条日志。若xi≥0，则表示写了xi 行代码，若xi<0，则表示
删除了−xi 行代码。 

    输出一行两个整数，分别表示 n 可能的最小值和最大值。

如果这样的 n 不存在，请输出一行一个整数 −1。 
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样例输入

4 2
2
5
-3
9

样例输出

3 7
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   容易发现，对于给定的序列，n越大能过的题是越少的，

所以可以二分来求刚好过k道题的左右边界。我们可以用两

次二分来完成这道题，一次求最小值，一次求最大值。

题解：
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 [8010]  牛牛大会
一场别开生面的牛吃草大会就要在 Farmer John 的农场举办了！ 
世界各地的奶牛将会到达当地的机场，前来参会并且吃草。

具体地说，有 N 头奶牛到达了机场（1≤N≤105），其中奶牛 i 
在时间 ti（0≤ti≤109）到达。Farmer John 安排了 M（1≤M≤105）

辆大巴来机场接这些奶牛。每辆大巴可以乘坐 C 头奶牛

（1≤C≤N）。Farmer John 正在机场等待奶牛们到来，并且准

备安排到达的奶牛们乘坐大巴。当最后一头乘坐某辆大巴的

奶牛到达的时候，这辆大巴就可以发车了。Farmer John 想要

做一个优秀的主办者，所以并不想让奶牛们在机场等待过长

的时间。如果 Farmer John 合理地协调这些大巴，等待时间最

长的奶牛等待的时间的最小值是多少？一头奶牛的等待时间

等于她的到达时间与她乘坐的大巴的发车时间之差。 
输入保证 MC≥N。 
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     输入的第一行包含三个空格分隔的整数 N（头牛），M

（辆汽车），和 C（车的容量）。第二行包含 N 个空格分隔

的整数，表示每头奶牛到达的时间。

    输出一行，包含所有到达的奶牛中的最大等待时间的最

小值。  

41

6 3 2

1 1 10 14 4 3

4

 [8010]  牛牛大会



 分析

      为了节省车，我们尽可能让每一辆车上更多的牛，只要

不超载即可；如果此时等下一头牛上车会导致最先上车的

奶牛等车时间超过 X，那么就让这辆车出发，并立即换下

一辆车来等候。

42

   本题的n为1e5,需要考虑<=n*logn的时间复杂度。另外

本题求等待的时间的最小值，因为时间是有明确边界的，

可以考虑二分。用二分求奶牛中的最大等待时间的最小值。

通过判定 按此时间划分奶牛所需要的车辆数是否大于M 来

检查这种方案是否合法。



 样例分析

43a[i]:她的到达时间与她乘坐的大巴的发车时间之差

    如果两头时间 1 到达的奶牛乘坐一辆巴士，时间 3 
和时间 4 到达的奶牛乘坐乘坐第二辆，时间 10 和时间 
14 到达的奶牛乘坐第三辆，那么等待时间最长的奶牛等
待了 4 个单位时间（时间 10 到达的奶牛从时间10等到
了时间 14）。 

6 3 2
1 1 10 14 4 3

4

  每头奶牛等待的时间

  =当前牛到达的时间 - 该车第一头牛上车的时间

  =a[i]-lst



 分析

      check(mid)函数满足以下条件：

    1. 尽可能让每一辆车上更多的牛，只要不超载即可。坐

满，开始下一辆车；

       

    2. 如果此时等下一头牛上车会导致最先上车的奶牛等车

时间超过 X，那么就让这辆车出发，并立即换下一辆车来等

候。

44a[i]:她的到达时间与她乘坐的大巴的发车时间之差



 分析
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 分析
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[4021] 01序列
  我们称一个字符串为好字符串，指这个字符串中只包含0和1。 
现在有一个好字符串，求这个字符串中1恰好出现k次的子串有
多少个。 
输入第一行给出一个数字k，表示子串中1的个数。 
    第二行给出好字符串。 
输出一个整数，表示好字符串中有多少个符合条件的子串 
    0≤k≤106, |s|≤106 

输入
1
1010
输出 
6

输入
2
01010
输出
4



思路分析

子串的定义：将一个字符串从开头与结尾删去任意字符，

形成新的字符串，称为原字符串的子串。

子序列的定义：将一个字符串删去任意字符，形成新的字

符串，称为原字符串的子序列。

区别就是:子串在原串中是连续的，子序列不一定。

子串计数问题，一般是给定一个字符串，求满足条件的子

串的个数。



思路分析-枚举
  该题求满足“子串中1的个数 

>=1”的子串数量。

   遍历该字符串中的每个字符

(for(i=1;i<=n;i++))，不重不

漏的计算出以该字符为开头的方

案数。答案就是每个字符答案的

累加。时间复杂度为O(n2)

输入
1
1010
输出 
6

1
10
101
1010
0
01
010
1
10
0

超时！



思路分析-枚举优化

  在枚举子串时，是从左到右有序扫描的，有面向的

左右区间和单调性，适合用二分优化。对于每个字符，

我们记从当前字符开始，恰好出现k个1的最前位置为

left，恰好出现k个1的最后位置为right，那么答案

就是right-left+1，实际上，left和right是可以通

过二分的到的。我们对每个字符都这样进行计算，即

可得到答案。注意特判k=0。

复杂度:O(nlogn)



找到满足条件的左边界（>=k的最小值）

4
11110001100100

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

sum[i] 1 2 3 4 4 4 4 5 6 6 6 7 7 7

s[i] 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0

i jm mm m



要下取整



找到满足条件的右边界（<=k的最大值）
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

sum[i] 1 2 3 4 4 4 4 5 6 6 6 7 7 7

s[i] 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0

i jm mm

m

m



要上取整



找到满足条件的右边界（ ）
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

sum[i] 1 2 3 4 4 4 4 4 6 6 6 7 7 7

s[i] 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

i jm m



主函数代码



函数代码
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1.3 [3632] 扩散
     一个点每过一个单位时间就会向四个方向扩散一个距离。两个点a、
b连通，记作e(a,b),当且仅当a、b的扩散区域有公共部分。连通块的定义
是块内的任意两个点u、v都必定存在路径e(u,a0),e(a0,a1),…,e(ak,v)。
给定平面上的n给点，问最早什么时刻它们形成一个连通块。 
1≤X[i],Y[i]≤10^9
    输入第一行一个数n，以下n行，每行一个点坐标。输出一个数，表示
最早的时刻所有点形成连通块。1≤N≤50;
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60

并查集+二分

在确定的范围为二分(mid)，然后检测在mid时间内
能否成功形成连通块。判断连通块用并查集来做：

要是两点之间的曼哈顿距离（就是横纵坐标的差值
和）不超过时间的2倍（因为两个点都能扩散，所以相对的
扩散速度会增倍），那么就说明两个点能在一起然后就拿
并查集连边，最后如果只有一个连通块就说明该时间合法，
就向左区间去二分。



61



62



63
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4. 实数二分

 实数域上的二分，比整数二分简单。

如果用for循环，由于循环内用了二分，执行100次，相当于实现
了 1/2100的精度，一般比eps更精确



1.3 [1216] 陈晫的生日

65

    陈晫的生日快到了，传统上晫妈要做披萨。晫妈会做各
种口味，各种尺寸的披萨，数量为n个。陈晫的几个好朋友
要来参加生日聚会，他们每人都得到一块馅饼（不是一个）。
    小朋友们希望分到的披萨一样多，如果他们中的一个比
其他人得到更大的一块，他们就会开始抱怨。因此，所有的
小朋友都应该得到同样大小（但不一定形状相同）的馅饼，
即使这会导致一些披萨变质（这比破坏聚会要好）。当然，
陈晫自己也想要一块披萨，而且那块披萨的大小也应该一样。
    请帮陈晫计算所有人能得到的最大尺寸是多少？所有的
披萨都是圆柱形的，它们都有相同的高度1，但是披萨的半
径可以不同。



1.3 [1216] 陈晫的生日
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样例输入

3
3 3
4 3 3
1 24
5
10 5
1 4 2 3 4 5 6 5 4 2

样例输出

25.1327
3.1416
50.2655

  输入：第一行是一个正整数t(t<=100)：表示测试用例的
数量。对于每一个测试数据；第二行两个整数N和F ，1≤ N、 
F≤ 10000：表示披萨的数量和朋友的数量。第三行有N个整
数 ri，1≤ ri≤ 10000 表示每个披萨的半径。
  输出：对于每个测试用例，输出一个最大的最大可能V，
表示每小朋友人能分到的最大蛋糕是多大。答案是一个浮点
数，绝对误差不超过10−3.



分析
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    主人过生日，m个人来庆生，有n块半径不同的披萨，
由m+1个人（加上主人）分，每人的披萨必须一样重，而
且是一整块（不能是几个披萨碎块，也就是说，每个人的
披萨都是从一块圆披萨中切下来的完整一块）。问每个人
能分到的最大披萨是多大。



题解
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    最小值最大化问题。设每人能分到的披萨大小是x，用
二分法枚举x。将每张披萨分成体积为x（x>=1）的F+1块。
每张披萨可以有残留但不能使用多张披萨的残留凑成一小块。
比如一个体积为5的披萨切出来了体积为4的一小块，剩余体
积为1的不够再切一个4，直接丢弃。求x，误差须在0.001范
围内。　
   二分求解。下界low=0，即每人都分不到披萨；上界
high=maxsize，每人都得到整个披萨，而且那个披萨为所有
披萨中最大的(上界就是 n个人n个披萨，每个披萨还等大)
    对当前上下界折中为mid，计算"如果按照mid的尺寸分
披萨，能分给多少人"；求某个披萨（尺寸为size）按照mid
的尺寸，能够分给的人数，就直接size / mid，舍弃小数就
可以。
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代码



代码
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今天的课程结束啦……

下课了…
同学们再见！
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