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　　一个带权连通无向图G（假定每条边上的权值均大于零）中可能

有多棵生成树，每棵生成树中所有边上的权值之和可能不同；图的
所有生成树中具有边上的权值之和最小的树称为图的最小
生成树。

　　按照生成树的定义，n个顶点的连通图的生成树有n个顶点、n-1
条边。因此构造最小生成树的准则有几条：
　　（1）必须只使用该图中的边来构造最小生成树；
　　（2）必须使用且仅使用n-1条边来连接图中的n个顶点，生成树
一定是连通的；
　　（3）不能使用产生回路的边。
　　（4）最小生成树的权值之和是最小的，但一个图的最小生成树
不一定是唯一的。

什么是最小生成树

构造最小生成树的方法： 算法和 算法。都得
遵守以上准则
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 10.1 普里姆算法

　　普里姆（Prim）算法是一种构造性算法。假设G=(V,E)是
一个具有n个顶点的带权无向连通图，T=(U,TE)是G的最小生
成树，其中U是T的顶点集，TE是T的边集，则由G构造从起始
顶点v出发的最小生成树T的步骤如下：
　　（1）初始化U={v}。以v到其他顶点的所有边为候选边；
　　（2）重复以下步骤n-1次，使得其他n-1个顶点被加入到U
中：　　　

　　① 从候选边中挑选权值最小的边加入TE，设该边在V-U中的顶
点是k，将k加入U中；
　　② 考察当前V-U中的所有顶点j，修改候选边：若(k,j)的权值小于
原来和顶点j关联的候选边，则用(k,j)取代后者作为候选边。
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10.1.1 prim构造最小生成树的过程
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U：当前生成树顶点集合，
V：不属于当前生成树的顶点集合。
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        采用 来存储图。为了实现上述思想，必须定义2个
辅助数组：

 存放顶点集合 ( )内的各顶点到顶点集合U(生成
树顶点集合)内的权值最小的边的权值。

 记录顶点的状态(是否已被选择)

        从顶点0出发，2个辅助数组的初始状态为：

0 28 ∞ ∞ ∞ 10 ∞ cost
0 1 2 3 4 5 6

-1 0 0 0 0 0 0nearvex

0 1 2 3 4 5 6
V=5
选边(0,5)

10.1.1 prim构造最小生成树的过程
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0 28 ∞ ∞ ∞ 10 ∞ cost
0 1 2 3 4 5 6

-1 0 0 0 0 0 0nearvex
0 1 2 3 4 5 6

V=5
选边(0,5)

        因为在生成树顶点集合内最初只有一个顶点0，因此在nearvex
数组中，只有表示顶点0的数组元素nearvex[0]=-1，其他都是0，表
示其他点都未被处理。

        数组cost表示生成树顶点集合（目前只有顶点0）顶点到生成
树外各顶点的边的最小权值。初始值为邻接矩阵中顶点0所在的行。

10.1.1 prim构造最小生成树的过程
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在prim算法里要重复做以下工作( )：

。

。

。

。

10.1.1 prim构造最小生成树的过程
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在prim算法里要重复做以下工作( )：
。

如第一次选中的v=5，则边(0,5)是选中的权值最小的边，相应的
权值为cost[5]=10。

，如
需要可输出选中的顶点v。

：注意，原来顶点v不属于生成树顶点集合，现在v加
入进来了，则顶点集合V(生成树外)内的各顶点到顶点集合U(生成
树顶点集合)内的权值需要更新，

                 cost[i]=min{cost[i], AdjMatrix[v][j]}，
  cost[i]表示原权值， AdjMatrix[v][j]表示新加入点v到其他点的权重

10.1.1 prim构造最小生成树的过程
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0 28 ∞ ∞ 25 10 ∞ 
cost

-1 0 0 0 5 -1 0nearvex V=4, 选边(5,4)

0 28 ∞ 22 25 1024 
cost

-1 0 0 4 -1 -1 4nearvex V=3, 选边(4,3)

0 2812 22 25 1018 
cost

-1 0 3 -1 -1 -1 3nearvex V=2, 选边(3,2)

0 161222 25 1018 
cost

-1 2 -1 -1 -1 -1 3nearvex V=1, 选边(2,1)

0 161222 25 1014 
cost

-1 -1 -1 -1 -1 -1 1nearvex V=6, 选边(1,6)

0 1612 22 25 1014 
cost

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1nearvex

0 28 ∞ ∞ ∞ 10 ∞ 

cost
0 1 2 3 4 5 6

-1 0 0 0 0 0 0nearvex

0 1 2 3 4 5 6

V=5, 选边(0,5)
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10.1.1 prim构造最小生成树的过程
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10.1.2 prim代码实现
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    上述算法的初始化时间是O(1)，k循环中有两个循环语句，
其时间大致为：

    令O(1)为某一正常数C，展开上述求和公式可知其数量
级仍是 n 的平方。所以，整个算法的时间复杂性是O(n2)

10.1.2 prim代码实现
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浙江大学研究生复试题：某省调查乡村交通状况，得到的统计表中
列出了任意两村庄间的距离。省政府“畅通工程”的目标是使全省
任何两个村庄间都可以实现公路交通（但不一定有直接的公路相连，
只要能间接通过公路可达即可），并要求铺设的公路总长度为最小。
请计算最小的公路总长度。
输入
测试输入包含若干测试用例。每个测试用例的第1行给出村庄数目N 
( < 100 )；随后的N(N-1)/2行对应村庄间的距离，每行给出一对正
整数，分别是两个村庄的编号，以及此两村庄间的距离。为简单起
见，村庄从1到N编号。
当N为0时，输入结束，该用例不被处理。
输出
对每个测试用例，在1行里输出最小的公路总长度。

10.1.3 [3316] 还是畅通工程
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[3316] 还是畅通工程
样例输入
3
1 2 1
1 3 2
2 3 4
4
1 2 1
1 3 4
1 4 1
2 3 3
2 4 2
3 4 5
0
样例输出
3
5
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[3316] 还是畅通工程
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[3316] 还是畅通工程
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有一张城市地图，图中的顶点为城市，无向边代表两个城市间的连
通关系，边上的权为在这两个城市之间修建高速公路的造价，研究
后发现，这个地图有一个特点，即任一对城市都是连通的。现在的
问题是，要修建若干高速公路把所有城市联系起来，问如何设计可
使得工程的总造价最少？
输入
n（城市数，1<≤n≤100）
e（边数）
以下e行，每行3个数i,j,wi ，表示在城市i,j之间修建高速公路的造价。
输出
n-1行，每行为两个城市的序号，表明这两个城市间建一条高速公路。
注意看测试数据的输出顺序，有排序要求。

[2910] 城市公交网建设问题
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样例输入
5 8
1 2 2
2 5 9
5 4 7
4 1 10
1 3 12
4 3 6
5 3 3
2 3 8
样例输出
1 2
2 3
3 4
3 5

[2910] 城市公交网建设问题
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[2910] 城市公交网建设问题

典型最小生成树，同时输出
选中的边。定义边结构。
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某个局域网内有n(n≤100)台计算机，由于搭建局域网时工作人员的
疏忽，现在局域网内的连接形成了回路，我们知道如果局域网形
成回路那么数据将不停的在回路内传输，造成网络卡的现象。因
为连接计算机的网线本身不同，所以有一些连线不是很畅通，我
们用f(i,j)表示i,j之间连接的畅通程度(f(i,j)≤1000)，f(i,j)值越小表示i,j
之间连接越通畅，f(i,j)为0表示i,j之间无网线连接。现在我们需要解
决回路问题，我们将除去一些连线，使得网络中没有回路，并且
被除去网线的Σf(i,j)最大，请求出这个最大值。
第一行两个正整数n k
接下来的k行每行三个正整数i j m表示i,j两台计算机之间有网线联
通，通畅程度为m。
输出
一个正整数，Σf(i,j)的最大值。

2[2937] 局域网

样例输入
5 5
1 2 8
1 3 1
1 5 3
2 4 5
3 4 2
样例输出
8
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非常基础的最小生成
树的题，直接用prim
算法。先求出总的权
值的和，然后用prim
累加最小权值和，前
者减去后者就是最大
值。

2[2937] 代码
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2[2937] 代码
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 10.2 kruskal算法

　　克鲁斯卡尔（Kruskal）算法是一种按权值的递增次序
选择合适的边来构造最小生成树的方法。假设G=(V,E)是一
个具有n个顶点的带权连通无向图，T=(U,TE)是G的最小生
成树，则构造最小生成树的步骤如下：
　　（1）置U的初值等于V（即包含有G中的全部顶点），
TE的初值为空集（即图T中每一个顶点都构成一个分量）。
　　（2）将图G中的边按权值从小到大的顺序依次选取：
若选取的边未使生成树T形成回路，则加入TE；否则舍弃，
直到TE中包含n-1条边为止。



克鲁斯卡尔算法求解最小生成树的过程（1） 
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 10.2.1 kruskal算法求解过程



克鲁斯卡尔算法求解最小生成树的过程（2） 
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 10.2.1 kruskal算法求解过程



克鲁斯卡尔算法求解最小生成树的过程（3） 
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 10.2.1 kruskal算法求解过程



如何解决出现回路的问题?
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并查集



void Kruskal ( Graph G )
{   T = {空集};
    while  ( T 中收集的边不到n1条 && 原图的边集E非空 ) {
        从E中选择最小代价边(v, w);  
        从E中删除此边(v, w);
        if  ( (v, w)的选取不在T中构成回路 )
                                              /* 此判断由并查集的Find完成 */

   将(v, w)加入T ;   /* 此步由并查集的Union完成 */
        else     

   彻底丢弃(v, w) ;
    }    /* 结束while */
    if  ( T 中收集的边不到n1条 )
           printf( “图不连通” ) ;
}

Kruskal （克鲁斯卡尔）算法的伪代码：

时间复杂性主要体现在
while循环中，循环|E|次；
带路径压缩的Find函数和

Union函数完成需要O
（log|V|）；总体时间复杂

度为O( |E|·log|V| )。

12/12
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　　在实现克鲁斯卡尔算法Kruskal()时，用一个数组E存放图G中的所有边，要求
它们是按权值递增排列的，为此先从图G的邻接矩阵中获取所有边集E，再采用直
接插入排序法对边集E按权值递增排序。克鲁斯卡尔算法如下：

int kruskal() {
    int ans = 0;
    sort(e, e+n*(n-1)/2, cmp);
    for(int i = 1; i <= n; i ++) fa[i] = i;// 并查集初始化 

    for(int i = 0; i <= n*(n-1)/2; i ++) {
        if(Union(e[i].u, e[i].v)) 
            ans += e[i].dis;
    }
    return ans;
}

vKruskal 核心代码



 10.3 并查集

    在一些有N个元素的集合应用问题中，我们通常是在开

始时让每个元素构成一个单元素的集合，然后按一定顺序将

属于同一组的元素所在的集合合并，其间要反复查找一个元

素在哪个集合中。这一类问题看似并不复杂，但数据量极大，

若用正常的数据结构来描述的话，往往超过了空间的限制，

计算机无法承受；即使在空间上能勉强通过，运行的时间复

杂度也极高，根本不可能在规定的运行时间内计算出试题需

要的结果，只能采用一种特殊数据结构——并查集来描述。
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 10.3 并查集



 逻辑上，可以用树结构表示集合，树的每个结点代表一个集合元素。
 例如，有三个互不相交的整数集合S1={1,2,4,7}、S2={3,5,8}、S3={6,9,10}， 
 这三个集合的多叉树表示形式 ：

指针集合名
S1
S2
S3

2 4

1

7

5

3

8

9

6

10
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 10.3.1 并查集存储
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元素的合并图示：

1 2 3 4 5

① 合并1和2

1

2

③ 合并5和4

1

2 3 4

5

用father[i]表示元素i的父亲结点，
进行不断并到不同的集合中

② 合并1和3

1

2 3

 10.3.1 并查集存储

④ 合并3和5

1

2 3

4

5
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 10.3.2 核心代码
寻找父节点：

合并成一个集合：
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 优化：路径压缩

1

2 3 45

1

2 3

4

5

两种合并方式

不同的合并方式给查询操作带来不同的效率

路径压缩实际上是在找完根结点之后，在递归回来的时候顺便把路
径上元素的父亲指针都指向根结点



寻找根结点编号并压缩路径：
　　int find (int x)
　　{
　　    if (x!=father[x])

       father[x] = find (father[x]);
　　    return father[x];　　
       }

合并两个集合： 
void unionn(int x,int y)
{
　　x = find(x);y = find(y);
        if(x!=y)
　　father[y] = x;
}

 优化：路径压缩

1

2 3 45



非递归路径压缩



 10.3.2 路径压缩举例



 10.3.2 路径压缩举例



10.3.3 [2903]亲戚(relation)

       或许你并不知道，你的某个朋友是你的亲戚。他可能是你的曾祖
父的外公的女婿的外甥女的表姐的孙子。如果能得到完整的家谱，判断
两个人是否亲戚应该是可行的，但如果两个人的最近公共祖先与他们相
隔好几代，使得家谱十分庞大，那么检验亲戚关系实非人力所能及。在
这种情况下，最好的帮手就是计算机。为了将问题简化，你将得到一些
亲戚关系的信息，如Marry和Tom是亲戚，Tom和Ben是亲戚，等等。从这
些信息中，你可以推出Marry和Ben是亲戚。请写一个程序，对于我们的
关于亲戚关系的提问，以最快的速度给出答案。

输入格式】

输入由两部分组成。

第一部分以N，M开始。N为问题涉及的人的个数(1≤N≤20000)。这些人
的编号为1,2,3,…, N。下面有M行(1≤M≤1 000 000)，每行有两个数ai, 
bi，表示已知ai和bi是亲戚。

第二部分以Q开始。以下Q行有Q个询问(1≤Q≤1 000 000)，每行为ci, di，
表示询问ci和di是否为亲戚

41
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【输出格式】
    对于每个询问ci, di，
输出一行：若ci和di为亲
戚，则输出“Yes”，否则
输  出“No”。
【输入样例】
　　10 7
　　2 4
　　5 7
　　1 3
　　8 9
　　1 2
　　5 6
　　2 3
　　3
　　3 4
　　7 10
　　8 9

输出样例】
　　Yes
　　No
　　Yes

10.3.3 [2903]亲戚(relation)



将每个人抽象成为一个点，数据给出M个边的关

系，两个人是亲戚的时候两点间有一条边。很自然的

就得到了一个N个顶点M条边的图论模型。

　　  用集合的思路，对于每个人建立一个集合，开始

的时候集合元素是这个人本身，表示开始时不知道任

何人是他的亲戚。以后每次给出一个亲戚关系时，就

将两个集合合并。这样实时地得到了在当前状态下的

集合关系。　　　

43

10.3.3 [2903]算法分析



                                   输入关系              分离集合

   初始状态  {1}{2}{3}{4}{5}{6}{7}{8}{9}{10}

         (2,4)       {1}{2,4}{3}{5}{6}{7}{8}{9}{10}

       (5,7)       {1}{2,4}{3}{5,7}{6}{8}{9}{10}

     (1,3)    {1,3}{2,4}{5,7}{6}{8}{9}{10}

    (8,9)       {1,3}{2,4}{5,7}{6}{8,9}{10}

  (1,2)       {1,2,3,4}{5,7}{6}{8,9}{10}

 (5,6)       {1,2,3,4}{5,6,7}{8,9}{10}

(2,3)       {1,2,3,4}{5,6,7}{8,9}{10}

　　 44

10.3.3 [2903]算法分析

1 2 3 4 5

① 合并2和4

2

4

③ 合并1和3,8和9

1

3 9

8

② 合并5和7

5

7

1

2 43

 ④ 合并1和2

1

3 2

4



10.3.3 [2903]代码



10.4 kruskal算法实现

void Kruskal ( Graph G )
{   T = {空集};
    while  ( T 中收集的边不到n1条 && 原图的边集E非空 ) {
        从E中选择最小代价边(v, w);  
        从E中删除此边(v, w);
        if  ( (v, w)的选取不在T中构成回路 )
                                              /* 此判断由并查集的Find完成 */

   将(v, w)加入T ;   /* 此步由并查集的Union完成 */
        else     

   彻底丢弃(v, w) ;
    }    /* 结束while */
    if  ( T 中收集的边不到n1条 )
           printf( “图不连通” ) ;
}

时间复杂性主要体现在
while循环中，循环|E|次；
带路径压缩的Find函数和

Union函数完成需要O
（log|V|）；总体时间复杂

度为O( |E|·log|V| )。



浙江大学研究生复试题：某省调查乡村交通状况，得到的统计表中
列出了任意两村庄间的距离。省政府“畅通工程”的目标是使全省
任何两个村庄间都可以实现公路交通（但不一定有直接的公路相连，
只要能间接通过公路可达即可），并要求铺设的公路总长度为最小。
请计算最小的公路总长度。
输入
测试输入包含若干测试用例。每个测试用例的第1行给出村庄数目N 
( < 100 )；随后的N(N-1)/2行对应村庄间的距离，每行给出一对正
整数，分别是两个村庄的编号，以及此两村庄间的距离。为简单起
见，村庄从1到N编号。
当N为0时，输入结束，该用例不被处理。
输出
对每个测试用例，在1行里输出最小的公路总长度。

10.4.1 [3316] 还是畅通工程
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[3316] 还是畅通工程
样例输入
3
1 2 1
1 3 2
2 3 4
4
1 2 1
1 3 4
1 4 1
2 3 3
2 4 2
3 4 5
0
样例输出
3
5
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10.4 [2910]城市公交网建设问题

有一张城市地图，图中的顶点为城市，无向边代表两个城市间的连
通关系，边上的权为在这两个城市之间修建高速公路的造价，研究
后发现，这个地图有一个特点，即任一对城市都是连通的。现在的
问题是，要修建若干高速公路把所有城市联系起来，问如何设计可
使得工程的总造价最少？
输入
n（城市数，1<≤n≤100）
e（边数）
以下e行，每行3个数i,j,wiji,j,wij ，表示在城市i,j之间修建高速公路的
造价。
输出
n-1行，每行为两个城市的序号，表明这两个城市间建一条高速公路。
注意看测试数据的输出顺序，有排序要求。
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样例输入
5 8
1 2 2
2 5 9
5 4 7
4 1 10
1 3 12
4 3 6
5 3 3
2 3 8
样例输出
1 2
2 3
3 4
3 5

输入
n（城市数，1<≤n≤100）
e（边数）
以下e行，每行3个数i,j,wij，表示在城
市i,j之间修建高速公路的造价。
输出
n-1行，每行为两个城市的序号，表明
这两个城市间建一条高速公路。
注意看测试数据的输出顺序，有排序
要求。

 例2[2190]城市交通网络建设问题10.4 [2910]城市公交网建设问题
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10.4 [2910]城市公交网建设问题
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10.4 [2910]城市公交网建设问题
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10.4 [2910]城市公交网建设问题



56

　　通过改进可以降低该算法的时间复杂度，通常认为克

鲁斯卡尔算法的时间复杂度为O(elog2e)。由于与n无关，所

以克鲁斯卡尔算法特别适合于稀疏图求最小生成树。 
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北极的某区域共有n座村庄（1≤n≤500），每座村庄的坐标用一对整数
（x，y）表示，其中0≤x，y≤10000。为了加强联系，决定在村庄之间
建立通讯网络。通讯工具可以是无线电收发机，也可以是卫星设备。所
有的村庄都可以拥有一部无线电收发机， 且所有的无线电收发机型号相
同。但卫星设备数量有限，只能给一部分村庄配备卫星设备。 

不同型号的无线电收发机有一个不同的参数d，两座村庄之间的距离如果
不超过d就可以用该型号的无线电收发机直接通讯，d值越大的型号价格
越贵。拥有卫星设备的两座村庄无论相距多远都可以直接通讯。

现在有k台（1≤k≤100）卫星设备，请你编写一个程序，计算出应该如
何分配这k台卫星设备，才能使所有的无线电收发机的d值最小，并保证
每两座村庄之间都可以直接或间接地通讯。

[3659]  北极通讯网络
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输入
第一行包括两个整数n、k，表示村庄的数量和卫星设备的数量。

之后的n行，输入xi，yi，表示第i个村庄的坐标。

输出
输出一个数，代表d的最小值。输出保留两位小数。
样例输入
3 2
10 10
10 0
30 0
样例输出
10.00

[3659]  北极通讯网络
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    克鲁斯卡尔算法的扩展应用。
    题目讲的有点抽象。我们抽象一下题目，发现题目是在求这样
一个东西：我们需要找到一个最小的d值，使得在删去权值大于d的
所有边后,剩下的联通块个数不超过k。抽象完题目后,我们会发现一
个事实：随着d的值不断增大，所能形成的联通块数量会逐渐减小。
这是一个显然的结论一看到联通块，我们可以快速的想到克鲁斯卡
尔算法。
    回忆克鲁斯卡尔算法的过程:
    1.将边权从小到大排序.
    2.依次从小到大扫描每一条边,合并没有合并的点集.
     我们发现第二步本质上就是在维护联通快的个数.由此我们就
得到了这道题的解决方法：
  正常执行克鲁斯卡尔算法，记录当前已经加入了几条边。当加入
某条边后,恰好加入了n-k条边，那么这条边的权值就是最终答案.时
间复杂度O(nlogn)。

思路
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    你知道黑暗城堡有N个房间（1≤N≤1000），M条可以制造的
双向通道，以及每一条通道的长度。
   城堡是树形的并且满足以下条件：如果所有的通道都被修建，
设 D[i]为第i号房间与第一号房间的最短路径长度；而S[i]为实
际修建的树形城堡中第i号房间与第1号房间的路径长度；要求对
于所有整数i（1≤i≤N），有S[i]=D[i]成立。
    你想知道有多少种；不同的城堡修建放啊。当然，你只需要
输出答案对 231 – 1 取模之后的结果就行了。

输入
第一行有两个整数 N 和 M。
之后 M 行，每行三个整数 X，Y 和 L，表示可以修建 X 和 Y 之
间的一条长度为 L 的通道。
输出
输出一个整数，表示答案对 231 – 1 取模之后的结果。

[3658]  黑暗城堡
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样例输入
4 6    //第一行有两个整数 N 和 M。
1 2 1//X,Y,L表示可以修建 X 和 Y 之间的一条长度为 L 的通道
1 3 2
1 4 3
2 3 1
2 4 2
3 4 1
样例输出
6
提示

[3658]  黑暗城堡
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    这是一个最短路径树 的典例之一。题意很明确——问
你有多少棵最短路径树。虽然看起来n比较大，但是是单源
的所以不用担心复杂度会爆掉。求一遍最短路，然后枚举
每个点以及连出去的边，看看有多少条到达这个点的路径
长度是等于最短路径的。最后累乘起来就行了



今天的课程结束啦……

下课了…
同学们再见！
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