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ü 最短路径问题：如果从图中某一顶点(称为 )到达另一

顶点(称为 )的路径可能不止一条，如何找到一条路径，

使得沿此 。

ü 问题解法：

1. 权值为非负的单源最短路径问题(固定源点)－
；

2. 权值为任意值的单源最短路径问题(固定源点) －
；

3. 所有顶点之间的最短路径问题－

；

1 最短路径
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    Dijkstra算法虽然好，但是它不能解决带有负权边（边的权值
为负数）的图。

Bellman-ford 算法

    如图，如果用dijkstra算法的话就会出错，因为如果从1开始，
第一步dist[2] = 7, dist[3] = 5;在其中找出最小的边是dist[3] = 
5;然后更新dist[2] = 0，最终得到dist[2] = 0,dist[3] = 5，而实
际上dist[3] = 2；所以如果图中含有负权值，dijkstra失效。
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Bellman-ford 算法

     Bellman–Ford algorithm（贝尔曼-福特算法），

是求解单源最短路径问题的一种算法，可以完美地解决

带有负权边的图，它的原理是对图进行次松弛操作(松弛

就是更新两点间的最短路径。)，得到所有可能的最短路

径。
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    适用前提：没有负环（或称为负权值回路），因为有负环的话距离
为负无穷。

    构造一个最短路径长度数组序列dist1[u] dist2[u]...distn-1[u]，
其中：
    dist1[u]为从源点v0出发到终点u的只经过一条边的最短路径长度，
并有dist1[u] = Edge[v0][u]
    dist2[u]为从源点v0出发最多经过不构成负权值回路的两条边到终
点u的最短路径长度
    dist3[u]为从源点v0出发最多经过不构成负权值回路的三条边到终
点u的最短路径长度
................
    distn-1[u]为从源点v0出发最多经过不构成负权值回路的n-1条边到
终点u的最短路径长度

2.Bellman-Ford算法思想
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算法最终目的是计算出distn-1[u]，即为源点到顶点u的最短路径长度
初始：dist1[u] = Edge[v0][u]
递推：distk[u] = min(distk-1[u], min{distk-1[j] + Edge[j][u]})

2.Bellman-Ford算法思想
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案例详解
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初始化
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对所有边进行第一轮松弛

第1轮：u[2]-v[3] 没有边更新
第1轮：u[1]-v[2] 边更新   dis[2]=-3
第1轮：u[1]-v[5] 边更新   dis[5]=5
第1轮：u[4]-v[5] 没有边更新
第1轮：u[3]-v[4] 没有边更新
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对所有边进行第二轮松弛

第2轮：u[2]-v[3] 边更新   dis[3]=-1
第2轮：u[1]-v[2] 没有边更新
第2轮：u[1]-v[5] 没有边更新
第2轮：u[4]-v[5] 没有边更新
第2轮：u[3]-v[4] 边更新   dis[4]=2
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对所有边进行第三轮松弛

第3轮：u[2]-v[3] 没有边更新
第3轮：u[1]-v[2] 没有边更新
第3轮：u[1]-v[5] 没有边更新
第3轮：u[4]-v[5] 边更新   dis[5]=4
第3轮：u[3]-v[4] 没有边更新
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对所有边进行第四轮松弛

第4轮：u[2]-v[3] 没有边更新
第4轮：u[1]-v[2] 没有边更新
第4轮：u[1]-v[5] 没有边更新
第4轮：u[4]-v[5] 没有边更新
第4轮：u[3]-v[4] 没有边更新
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核心代码

理解：第1轮在对所有的边进行松地之后，得到的是从1号顶点“只能经过
一条边”  到达其余各顶点的最短路径长度。第2轮在对所有的边进行松弛
之后，得到的是从1号顶点  “最多经过两条边”到达其余各顶点的最短路
径长度。如果进行k轮的话，得到的就是1号  顶点“最多经过k条边”到达
其余各顶点的最短路径长度。进过k-1轮可以到达所有点。
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思考

理解：第1轮在对所有的边进行松地之
后，得到的是从1号顶点“只能经过一
条边” 到达其余各顶点的最短路径长
度。第2轮在对所有的边进行松弛之后，
得到的是从1号顶点最多经过两条边 
到达其余各顶点的最短路径长度。如
果进行k轮的话，得到的就是1号顶点
最多经过k条边  到达其余各顶点的最
短路径长度。进过k-1轮可以到达所有
点。
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         如果一个图如果没有负权回路，那么最短路径所  包含的
边最多为n-1条，即进行n-1轮松弛之后最短路不会再发生变化。
如果在n-1轮松弛  之后最短路仍然会发生变化，则该图必然存
在负权回路,用flag表示是否存在负环。

检测一个图是否含有负权回路
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代码
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int MAXN = 50, MAXM = 10000, MAX = 99999;
int u[MAXM], v[MAXM], w[MAXM], dis[MAXN];
int n, m;
void init() {//输出数据；初始化 
    cin >> n >> m;
    for (int i = 1; i <= n; i++) {
        dis[i] = MAX;
    }
    dis[1] = 0;
    for (int i = 1; i <= m; i++) {
        cin >> u[i] >> v[i] >> w[i];
    }
}

int main() {
    init();
    //Bellman算法核心语句 4句
    for (int k = 1; k < n; k++) {//n-1轮 
        for (int i = 1; i <= m; i++) {

    //每轮对各边进行更新 
            if (dis[v[i]] > dis[u[i]] + w[i]) {
                dis[v[i]] = dis[u[i]] + w[i];
            }   
        }
    }  
    int flag = 0;
    for(int i = 1; i <= m; i++){
        if (dis[v[i]] > dis[u[i]] + w[i]) {
            flag = 1;
        }
    }
    if(flag){//判断是否存在负环 
        cout << "此图含有负权回路!" << endl;
    } else{
        cout << "此图不含负权回路!" << endl;
        for(int i = 1; i <= n; i++){
            cout << dis[i] << " ";
        }
        cout << endl;
    }
}
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代码
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Bellman-Ford算法的时间复杂度是O(NM)，这个时间复杂度似比Dijkstra算
法还要高，我们还可以对其进行优化。在实际操作中，  Bellman-Ford算
法经常会在未达到n-1轮松弛前就已经计算出最短路，之前我们已经说过，
  n-1其实是最大值。因此可以添加一个标记标量标记是否有更新，如果
在新一轮的松弛中数  组dis没有发生变化，则可以提前跳出循环，代码
如下。

简单优化
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#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
const int MAXN = 50, MAXM = 10000, MAX = 99999;
int u[MAXM], v[MAXM], w[MAXM], dis[MAXN];
int n, m;
void init() {//输出数据；初始化 
    cin >> n >> m;
    //初始化dis數组.这里是1号顶点到其余各个顶点的初始路程
    for (int i = 1; i <= n; i++) {
        dis[i] = MAX;
    }
    dis[1] = 0;
    for (int i = 1; i <= m; i++) {
        cin >> u[i] >> v[i] >> w[i];
    }
}

int main() {
    init();
    //Bellman算法核心语句 4句
    int check;
    for (int k = 1; k < n; k++) {//n-1轮 
    check=0;//用来标记 本轮松弛中数组dis是否发生更新 
        for (int i = 1; i <= m; i++) {

    //每轮对各边进行更新 
            if (dis[v[i]] > dis[u[i]] + w[i]) {
                dis[v[i]] = dis[u[i]] + w[i];
                check=1;//发生更新 
            }   
        }
        if(check==0)break;//如果本轮没有更新，提前退出循环 
    }  
    int flag = 0;
    for(int i = 1; i <= m; i++){
        if (dis[v[i]] > dis[u[i]] + w[i]) {
            flag = 1;
        }
    }
    if(flag){//判断是否存在负环 
        cout << "此图含有负权回路!" << endl;
    } else{
        cout << "此图不含负权回路!" << endl;
        for(int i = 1; i <= n; i++){
            cout << dis[i] << " ";
        }
        cout << endl;
    }
}

简单优化
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    在每实施一次松弛操作后，就会有一些顶点已经
求得其最短路，此后这些顶点的最短路的估计值就会
一直保持不变，不再受后续松弛操作的影响，但是每
次还要判断是否需要松弛，这里浪费了时间。这就启
发我们：  毎次仅对最短路估计值发生变化了的顶点
的所有出边执行松弛操作。

队列优化



     SPFA算法是求单源最短路径的一种算法，它是
Bellman-ford的队列优化，它是一种十分高效的最短
路算法。很多时候，给定的图存在负权边，这时类似
Dijkstra等算法便没有了用武之地，而Bellman-Ford
算法的复杂度又过高，这时SPFA算法便派上用场了。
SPFA的复杂度大约是O(kE),k是每个点的平均进队次数
(一般的，k是一个常数，在稀疏图中小于2)。
但是，SPFA算法稳定性较差，在稠密图中SPFA算法时
间复杂度会退化。

SPFA算法



SPFA算法原理

实现方法：
1：建立一个队列，初始时队列里只有起始点，
2：再建立一个表格记录起始点到所有点的最短路径（该
表格的初始值要赋为极大值，该点到他本身的路径赋为
0）。
3：然后执行松弛操作，用队列里有的点去刷新起始点到
所有点的最短路，如果刷新成功且被刷新点不在队列中则
把该点加入到队列最后。
4：重复执行3直到队列为空。

SPFA算法



SPFA算法原理

    首先我们先初始化数组dis如下图所示：
（除了起点赋值为0外，其他顶点的对应的
dis的值都赋予无穷大，这样有利于后续的松
弛） 

此时，我们还要把v1入队列：{v1}
现在进入循环，直到队列为空才退出循环。

SPFA算法模拟



SPFA算法原理

第一次循环：
首先，队首元素出队列，即是v1出队列，然
后，对以v1为弧尾的边对应的弧头顶点进行
松弛操作，可以发现v1到v3，v5，v6三个顶
点的最短路径变短了，更新dis数组的值，
得到如下结果： 

我们发现v3，v5，v6都被松弛了，而且不在
队列中，所以要它们都加入到队列中：{v3，
v5，v6}



第二次循环
此时，队首元素为v3，v3出队列，然后，对
以v3为弧尾的边对应的弧头顶点进行松弛操
作，可以发现v1到v4的边，经过v3松弛变短
了，所以更新dis数组，得到如下结果： 

此时只有v4对应的值被更新了，而且v4不
在队列中，则把它加入到队列中：
{v5,v6,v4}



SPF算法原理

第三次循环
此时，队首元素为v5，v5出队列，然后，对
以v5为弧尾的边对应的弧头顶点进行松弛操
作，发现v1到v4和v6的最短路径，经过v5的
松弛都变短了，更新dis的数组，得到如下结
果： 

我们发现v4、v6对应的值都被更新了，但
是他们都在队列中了，所以不用对队列做
任何操作。队列值为：{v6，v4}



SPFA算法原理

第四次循环 
此时，队首元素为v6，v6出队列，然后，对
以v6为弧尾的边对应的弧头顶点进行松弛操
作，发现v6出度为0，所以我们不用对dis数
组做任何操作，其结果和上图一样，队列同
样不用做任何操作，它的值为：{v4}



SPFA算法原理

第五次循环 
此时，队首元素为v4，v4出队列，然后，对
以v4为弧尾的边对应的弧头顶点进行松弛操
作，可以发现v1到v6的最短路径，经过v4松
弛变短了，所以更新dis数组，得到如下结
果： 



SPFA算法原理

第六次循环 
此时，队首元素为v6，v6出队列，然后，对
以v6为弧尾的边对应的弧头顶点进行松弛操
作，发现v6出度为0，所以我们不用对dis数
组做任何操作，其结果和上图一样，队列同
样不用做任何操作。所以此时队列为空。

由于队列为空，队列循环结果，此时我们也得
到了v1到各个顶点的最短路径的值了，它就是
dis数组各个顶点对应的值



德克萨斯纯朴的民众们这个夏天正在遭受巨大的热浪！Farmer John此时
承担起向德克萨斯运送大量的营养冰凉的牛奶的重任，以减轻德克萨斯人
忍受酷暑的痛苦。FJ已经研究过可以把牛奶从威斯康星运送到德克萨斯州
的路线。

除了起点和终点外地每个城镇由两条双向道路连
向至少两个其它地城镇。 （包括油费，过路费等
等）。 
给定一个地图，包含  (1 <= C <= 6,200) 。每
条 由  (1 <= Rs <= T; 1 <= Re <= T)，和

(1 <= Ci <= 1,000)组成。  (1 <= Ts <= T)
(1 <= Te <= T) 。如样例这个有7个城镇的地图。
， 。经过路线5-6-1-

4总共需要花费3  (5-> 6)  +  1  (6-> 1)  +  3  (3-> 4)  =  7的费用。

  [1147] 德克萨斯长角牛（热浪）



 第一行:  一
个单独的整
数表示起点
Ts到终点Te
的

（即花
费的
）。数据

保证至少存
在一条道路。

第一行:  4个由空格隔开的整数:  

第2到第C+1行:  第i+1行描述第i条道
路，每行有3个由空格隔开的整数:  

 [1147] 德克萨斯长角牛（热浪）

7 11 5 4
2

1 4 3
 2

3 4 3
5 7 5
7 3 3
6 1 1
6 3 4

 3
5 6 3

 1

7

√

√



 [1147] 德克萨斯长角牛（热浪）



 [1147] 德克萨斯长角牛（热浪）



1到N的 长度。

第一行为N和R。

接下来R行为道路，输入u,v,w，意思是结点u和v的权值为w。

[3566] Roadblocks

某街区共有 ， 。道路可以 。问1号路口到N号路
口的 是多少？次短路是比最短路长度长的次短的路径。同一条边可
以经过多次。



450

4 4
1 2 100
2 4 200
2 3 250
3 4 100

[3566] Roadblocks



可以通过求最短路得到次短路长度。

必然产生于：

首先预处理好 ，和 然后
（x，y）或者（y，x），

 

[3566] Roadblocks



[3566] Roadblocks



[3566] Roadblocks



[3566] Roadblocks



今天的课程结束啦……

下课了…
同学们再见！
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