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     SPFA算法是求单源最短路径的一种算法，它是
Bellman-ford的队列优化，它是一种十分高效的最短
路算法。很多时候，给定的图存在负权边，这时类似
Dijkstra等算法便没有了用武之地，而Bellman-Ford
算法的复杂度又过高，这时SPFA算法便派上用场了。
SPFA的复杂度大约是O(kE),k是每个点的平均进队次数
(一般的，k是一个常数，在稀疏图中小于2)。
但是，SPFA算法稳定性较差，在稠密图中SPFA算法时
间复杂度会退化。

SPFA算法



SPFA算法原理

实现方法：
1：建立一个队列，初始时队列里只有起始点，
2：再建立一个表格记录起始点到所有点的最短路径（该
表格的初始值要赋为极大值，该点到他本身的路径赋为
0）。
3：然后执行松弛操作，用队列里有的点去刷新起始点到
所有点的最短路，如果刷新成功且被刷新点不在队列中则
把该点加入到队列最后。
4：重复执行3直到队列为空。

SPFA算法



SPFA算法原理

    首先我们先初始化数组dis如下图所示：
（除了起点赋值为0外，其他顶点的对应的
dis的值都赋予无穷大，这样有利于后续的松
弛） 

此时，我们还要把v1入队列：{v1}
现在进入循环，直到队列为空才退出循环。

SPFA算法模拟



SPFA算法原理

第一次循环：
首先，队首元素出队列，即是v1出队列，然
后，对以v1为弧尾的边对应的弧头顶点进行
松弛操作，可以发现v1到v3，v5，v6三个顶
点的最短路径变短了，更新dis数组的值，
得到如下结果： 

我们发现v3，v5，v6都被松弛了，而且不在
队列中，所以要它们都加入到队列中：{v3，
v5，v6}



第二次循环
此时，队首元素为v3，v3出队列，然后，对
以v3为弧尾的边对应的弧头顶点进行松弛操
作，可以发现v1到v4的边，经过v3松弛变短
了，所以更新dis数组，得到如下结果： 

此时只有v4对应的值被更新了，而且v4不
在队列中，则把它加入到队列中：
{v5,v6,v4}



SPF算法原理

第三次循环
此时，队首元素为v5，v5出队列，然后，对
以v5为弧尾的边对应的弧头顶点进行松弛操
作，发现v1到v4和v6的最短路径，经过v5的
松弛都变短了，更新dis的数组，得到如下结
果： 

我们发现v4、v6对应的值都被更新了，但
是他们都在队列中了，所以不用对队列做
任何操作。队列值为：{v6，v4}



SPFA算法原理

第四次循环 
此时，队首元素为v6，v6出队列，然后，对
以v6为弧尾的边对应的弧头顶点进行松弛操
作，发现v6出度为0，所以我们不用对dis数
组做任何操作，其结果和上图一样，队列同
样不用做任何操作，它的值为：{v4}



SPFA算法原理

第五次循环 
此时，队首元素为v4，v4出队列，然后，对
以v4为弧尾的边对应的弧头顶点进行松弛操
作，可以发现v1到v6的最短路径，经过v4松
弛变短了，所以更新dis数组，得到如下结
果： 



SPFA算法原理

第六次循环 
此时，队首元素为v6，v6出队列，然后，对
以v6为弧尾的边对应的弧头顶点进行松弛操
作，发现v6出度为0，所以我们不用对dis数
组做任何操作，其结果和上图一样，队列同
样不用做任何操作。所以此时队列为空。

由于队列为空，队列循环结果，此时我们也得
到了v1到各个顶点的最短路径的值了，它就是
dis数组各个顶点对应的值



德克萨斯纯朴的民众们这个夏天正在遭受巨大的热浪！Farmer John此时
承担起向德克萨斯运送大量的营养冰凉的牛奶的重任，以减轻德克萨斯人
忍受酷暑的痛苦。FJ已经研究过可以把牛奶从威斯康星运送到德克萨斯州
的路线。

除了起点和终点外地每个城镇由两条双向道路连
向至少两个其它地城镇。 （包括油费，过路费等
等）。 
给定一个地图，包含  (1 <= C <= 6,200) 。每
条 由  (1 <= Rs <= T; 1 <= Re <= T)，和

(1 <= Ci <= 1,000)组成。  (1 <= Ts <= T)
(1 <= Te <= T) 。如样例这个有7个城镇的地图。
， 。经过路线5-6-1-

4总共需要花费3  (5-> 6)  +  1  (6-> 1)  +  3  (3-> 4)  =  7的费用。

 1 [1147] 德克萨斯长角牛（热浪）



 第一行:  一
个单独的整
数表示起点
Ts到终点Te
的

（即花
费的
）。数据

保证至少存
在一条道路。

第一行:  4个由空格隔开的整数:  

第2到第C+1行:  第i+1行描述第i条道
路，每行有3个由空格隔开的整数:  

 [1147] 德克萨斯长角牛（热浪）
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3 4 3
5 7 5
7 3 3
6 1 1
6 3 4
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 [1147] 德克萨斯长角牛（热浪）



 [1147] 德克萨斯长角牛（热浪）



1到N的 长度。

第一行为N和R。

接下来R行为道路，输入u,v,w，意思是结点u和v的权值为w。

2 [3566] Roadblocks

某街区共有 ， 。道路可以 。问1号路口到N号路
口的 是多少？次短路是比最短路长度长的次短的路径。同一条边可
以经过多次。



450

4 4
1 2 100
2 4 200
2 3 250
3 4 100

2 [3566] Roadblocks



分析：

可以通过求最短路得到次短路长度。

1到n的次短路长度必然产生于：从1走到x的最短路 + 
edge[x][y] +  y到n的最短路。

首先预处理好1到每一个节点的最短路，和n到每一个节点的
最短路，然后枚举每一条边作为中间边（x，y）或者（y，
x），如果加起来长度等于最短路长度则跳过，否则更新。 

2 [3566] Roadblocks



2 [3566] Roadblocks



[3566] Roadblocks



[3566] Roadblocks



寒假到了，N头牛都要去参加一场在编号为X
（1≤X≤N）的牛的农场举行的派对（1≤N≤1000），农场之间
有M（1≤M≤100000）条有向路，每条路长Ti（1≤Ti≤100）。
每头牛参加完派对后都必须回家，无论是去参加派对还是回家，
每头牛都会选择最短路径，求这N头牛的最短路径（一个来回）
中最长的一条路径长度。

3 [3579] 农场派对

【输入格式】
第一行三个整数N, M, X；
第二行到第M+1行：每行有三个整数Ai，Bi, Ti ,表示有一条从
Ai农场到Bi农场的道路，长度为Ti。
【输出格式】
一个整数，表示最长的最短路得长度。



[3579] 农场派对

样例输入
4 8 2
1 2 4
1 3 2
1 4 7
2 1 1
2 3 5
3 1 2
3 4 4
4 2 3
 
样例输出
10



注意：同一条边来去可能路程不同（如：1->2：4； 2->1:1）
可以通过建图，正反跑spfa，最后遍历相加。

 

分析



样例输
入
4 8 2
1 2 4
1 3 2
1 4 7
2 1 1
2 3 5
3 1 2
3 4 4
4 2 3

样例输出
10

1 2 1

4 2 1 3 4

3

4 1

3 1 2 4

1 2 1 3
2 4 1 2

5

1
0

9



分析

题目要找其他点到终点X的最短路径和终点X到其他点的最
短路径。
通过SPFA算法可以求出X到各个点之间的最短距离，也就是
牛回去的最短距离。
而SPFA跑一遍反向图就可以求出各个点到X的最短距离，即
可求出答案。
因此我们需要分别存储一遍正向图和反向图。



[3579] 农场派对



[3579] 农场派对
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   FJ的农场周围分布着N(1<=N<=1,000)根按1..N顺次编号的废弃的电
话线杆。一共P(1<=P<=10,000)对电话线杆间可以拉电话线。FJ的任务
仅仅是找一条将1号和N号电话线杆连起来的路径。电信公司同意免费
为FJ连结K(0<=K<N)对由FJ指定的电话线杆。对于此外的那些电话线，
FJ需要为它们付的费用，等于其中最长的电话线的长度。
输入：
第1行: 3个用空格隔开的整数：N，P，以及K
* 第2..P+1行: 第i+1行为3个用空格隔开的整数：A_i，B_i，L_i
输出：
第1行: 输出1个整数，为FJ在这项工程上的最小支出。如果任务不可
能完成，输出-1

 4 [3578] 通信线路 Telephone Lines
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输入样例：
5 7 1
1 2 5
3 1 4
2 4 8
3 2 3
5 2 9
3 4 7
4 5 6

输出样例：
4

 4 [3578] 通信线路 Telephone Lines



分析：
   二分出mid，然后把长度大于mid的边看成1，长度小
于等于mid的边看成0，跑最短路（Spfa）。判断距离是
否小于等于k。

 4 [3578] 通信线路 Telephone Lines
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 [3578] 通信线路 Telephone Lines
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 [3578] 通信线路 Telephone Lines
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[3578] 通信线路Telephone Lines
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重庆城里有n个车站,m条双向公路连接其中的某些车站.每两个车站最多用
一条公路连接,从任何一个车站出发都可以经过一条或者多条公路到达其
他车站,但不同的路径需要花费的时间可能不同.在一条路径上花费的时间
等于路径上所有公路需要的时间之和. 
佳佳的家在车站1,他有五个亲戚,分别住在车站a,b,c,d,e.过年了,他需要
从自己的家出发,拜访每个亲戚(顺序任意),给他们送去节日的祝福.怎样
走,才需要最少的时间?
输入
第一行:n,m为车站数目和公路的数目. 
第二行:a,b,c,d,e，为五个亲戚所在车站编号。 
以下m行,每行三个整数x,y,t,为公路连接的两个车站编号和时间. 
输出
仅一行,包含一个整数T,为最少的总时间.

 5 [3582] 新年好
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样例输入
6 5
2 3 4 5 6
6 1 6
2 1 2
3 1 3
1 4 4
1 5 5
样例输出
34

 [3582] 新年好



详细分析

由于她是依次不断拜访，即到达一家后立即前往下一家，所以我们首先可以
以这6个点为起点依次跑最短路，得到以这6个点为起点的最短路径。换句话
说，我们知道了每两个地方间的最短距离。接着要定的就是拜访顺序了。
由于只有六处，且出发点固定，我们就可以考虑深搜，将所有的可能的拜访
顺序求出，同时将每个顺序的时间求出，取出所有中的最小值即可。

大体思路如上，下面分析一下代码细节：
1、有五处亲戚，为了便于编写，用一个一维数组来存储。同时，因为起点
佳佳在1号车站，所以我们可以在这个数组的第0个位置存入佳佳家。
2、求最短路的过程可以使用SPFA或者堆优化dijkstra。
3、由于需要求解以六个车站为起点的最短路径，所以存最短路径时用一般
的一维数组是肯定不行的。所以我们考虑用二维数组，其中第一维可以存储
出发亲戚家的编号。
4、由于求最小值，所以深搜时可以剪枝：当前所用时间已经大于过去最小
值时，就可以return。



[3582]新年好——代码



[3582]新年好——代码





6 [3585] 道路和航线

Farmer John正在一个新的销售区域对他的牛奶销售方案进行调查。他想
把牛奶送到T个城镇 (1 <= T <= 25,000)，编号为1T。这些城镇之间通
过R条道路 (1 <= R <= 50,000，编号为1到R) 和P条航线 (1 <= P <= 
50,000，编号为1到P) 连接。每条道路i或者航线i连接城镇A_i (1 <= 
A_i <= T)到B_i (1 <= B_i <= T)，花费为C_i。对于道路，0 <= C_i 
<= 10,000;然而航线的花费很神奇，花费C_i可能是负数(-10,000 <= 
C_i <= 10,000)。道路是双向的，可以从A_i到B_i，也可以从B_i到A_i，
花费都是C_i。然而航线与之不同，只可以从A_i到B_i。事实上，由于最
近恐怖主义太嚣张，为了社会和谐，出台 了一些政策保证：如果有一条
航线可以从A_i到B_i，那么保证不可能通过一些道路和航线从B_i回到
A_i。由于FJ的奶牛世界公认十分给力，他需要运送奶牛到每一个城镇。
他想找到从发送中心城镇S(1 <= S <= T) 把奶牛送到每个城镇的最便宜
的方案，或者知道这是不可能的。 



    
输入
第1行：四个空格隔开的整数: T, R, P, and S * 第2到R+1行：三个空格隔
开的整数（表示一条道路）：A_i, B_i 和 C_i * 第R+2到R+P+1行：三个空
格隔开的整数（表示一条航线）：A_i, B_i 和 C_i 

输出
第1到T行：从S到达城镇i的最小花费，如果不存在输出”NO PATH”。

6 [3585] 道路和航线



样例输入
6 3 3 4
1 2 5
3 4 5
5 6 10
3 5 -100
4 6 -100
1 3 -10
样例输出
NO PATH
NO PATH
5
0
-95
-100



44

分析：经典最小路问题
Spfa+SLF优化

也可以用SPFA加SLF优化：
SLF优化就是small label first 优化
利用一个双端队列，比较即将插入队首的和队首的dis值，如果比队
首小，就加到队首，否则直接放到队尾可以减少一些无用的状态
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思路

因为有负数，我们用spfa求最短路，但单纯这样会超时，
我们要加一个slf优化 slf算法就是如果新的点的路程小于
spfa中的队列的对首的点路程时把它放到对首，反之放到
队尾。不断用最小的点，能较快跑完。

分析
求起点到各个点的最短距离，尝试了用SPFA，但是这题数据卡SPFA

注意到无向边边权是非负的，这提示我们可以在无向边上跑最短路。并且我们
可以知道，如果将无向边连接的点看作一个整体，最后图中只剩下有向边的话，
这个图就是一个有向无环图。
所以我们就可以分开考虑，首先求出若干个由无向边组成的连通块，对于块内
的点，通过堆优化的dijkstra算法更新最短路；然后在块与块之间，类似于拓扑
排序，一层一层地进行更新，最后就可以求出源点s到所有点的最短路了。

拓扑排序+dijkstra



分析
求起点到各个点的最短距离，尝试了用SPFA，但是这题数据卡SPFA

注意到无向边边权是非负的，这提示我们可以在无向边上跑最短路。
并且我们可以知道，如果将无向边连接的点看作一个整体，最后图中
只剩下有向边的话，这个图就是一个有向无环图。
所以我们就可以分开考虑，首先求出若干个由无向边组成的连通块，
对于块内的点，通过堆优化的dijkstra算法更新最短路；然后在块与块
之间，类似于拓扑排序，一层一层地进行更新，最后就可以求出源点s
到所有点的最短路了。

拓扑排序+dijkstra
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样例输入
6 3 3 4
1 2 5
3 4 5
5 6 10
3 5 -100
4 6 -100
1 3 -10

样例输出
NO PATH
NO PATH
5
0
-95
-100

4

3 6

1 2

5

-100

5

10

-100

5
-10

橙线为道路
蓝线为航线



样例输入
6 3 3 4
1 2 5
3 4 5
5 6 10
3 5 -100
4 6 -100
1 3 -10

样例输出
NO PATH
NO PATH
5
0
-95
-100

1 2

3 4

5 6

5

5

1
0

-
100

-
100

-10



1 2

3 4

5 6

5

5

1
0

block
[1]

block
[3]

block
[2]

如何划分连通块
可以用在输入了道路之后深
度搜索每一个点，因为此时
还未读入航线，所以连通块
是分开的。



1 2

3 4

5 6

5

5

1
0

-
100

-
100

-10

block
[1]

block
[3]

block
[2]

可以将此图划分为三个连通块
（block[1] block[2] block [3]）,建
立一个预处理队列，将s存在的连
通块以及入度为0的连通块放入
预处理队列中，逐个取出进行处
理，先在连通块内部进行dijkstra，
当涉及到跨越连通块的边（也就
是航线）时，若处理完此边并删
去后另一个连通块的入度为0，
则将此连通块放入预处理队列







选择最佳路径是很现实的问题。城市的道路是双向的，每条道路有固定的旅
行时间以及需要支付的费用。路径由连续的道路组成。总时间是各条道路旅
行时间的和，总费用是各条道路所支付费用的总和。同样的出发地和目的地，
如果路径A比路径B所需时间少且费用低，那么我们说路径A比路径B好。对
于某条路径，如果没有其他路径比它好，那么该路径被称为最优双调路径。
这样的路径可能不止一条，或者说根本不存在。 给出城市交通网的描述信息，
起始点和终点城市，求最优双条路径的条数。城市不超过100个，边数不超
过300，每条边上的费用和时间都不超过100。
读入网络，计算最小路径的总数。费用时间都相同的两条最小路径只算作一
条。你只要输出不同种类的最小路径数即可。

 7 [3622]双调路径



有多少条最优双调路径。

第一行给出有多少个点,多少条边,开始点及结束点. 下面的数据用于描述这个
地图

接下来每行描述了一条道路的信息：两个端点 p,r，费用 c，以及时间 t；
两个城市之间可能有多条路径连接。

 [3622]双调路径

4 5 1 4                                            2
2 1 2 1
3 4 3 1
2 3 1 2
3 1 1 4
2 4 2 4



 [3622]双调路径

4 5 1 4           2
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      运用背包的思想，dis[i][j]表示起点到i点费用为j所用的时间，用spfa算法
求dis，再遍历dis[终点][0-费用最大值]，费用最小且时间不是无穷大的路径
一定为最优路径，之后虽然费用不是最小，但是时间小的也是最优路径。

费用最大值：起点到终点最差的情况是每个城市都需经过，则边数为n-1，费
用最大值为（n-1）*100

本题中的图为无向图，因此起点终点正反需要存两次，边<=600,同时存每条
边的费用和时间
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• 优化：

 [3622]双调路径

如果dis[i][j]与dis[i][k]有：k<j和
dis[i][j]>dis[i][k]这样的关系，则dis[i][j]
就是无用的状态

所以可以用树状数组来维护最小值，
只有dis[i][j]小于最小值，才更新。
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树状数组：                    dis为初始数组
                                     de为树状数组
例如 1-8
de[x][1]=dis[x][1]
de[x][2]=de[x][1]、dis[x][2]
de[x][3]=dis[x][3]
de[x][4]=de[x][2]、de[x][3]、dis[x][4]
de[x][5]=dis[x][5]
de[x][6]=de[x][5]、dis[x][6]
de[x][7]=dis[x][7]
de[x][8]=de[x][4]、de[x][6]、de[x][7]、dis[x][8]
de下标转化为二进制，如8=1000，末尾有3个0，则管辖2的3次方，即8个
数；如5=101，末尾没有0，则只管辖2的0次方，即1个数
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树状数组：                 

如果已知y，要求遍历1-y的所有dis[x][1-y]

将y转化为二进制，如7=111（则可知de[x][7]），再将末尾的1变为0，即
为110=6（则可知de[x][6]），重复操作，100=4（则可知de[x][4]）,直到为
0结束。  所以  1-y的所有dis[x][1-y]=de[x][7]、de[x][6]、de[x][4];

如果已知y,w，要求将所有管辖dis[x][y]的de[x][1-max]的值更新为w

与上述操作相反，将y转化为二进制后，重复将末尾0变为1或直接在末尾
加上1 
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树状数组：                 

lowbit（int x）函数可以获取x的二进制末尾1的位置
x&（-x）
-x是指将x的二进制取反再加1

例如13=1011，-13=0100+1=0101 ，则13&（-13）=1011&0101=0001=1
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 [3622]双调路径 dijistra+树状数组


