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状态压缩
    状态压缩就是把一个复杂的，难以直接描述的状态或事
物，用一个简单的、计算机能够识别的、便于操作的数字，
字符或者是结构体来表示的过程。

  
  如桌上有三种水果，苹果，梨子和香蕉，分别有4,11,3个。



状态压缩

  我们给三种水果一个标号，苹果标记为1,梨子标记为2，
香蕉标记为3

那么我们就可以简单的用一个数组a来描述现在桌面上的状
态，a[1]=4,a[2]=11,a[3]=3

这个过程就是状态压缩。



状态压缩
   天花板上有三盏灯，都是开着的。
我们先给三个灯标上1,2,3,然后再
来用数字1表示灯是开着的，0表示
关着的。那么a[1]=a[2]=a[3]=1就
是现在三盏灯的状态。

   我们可以用一个字符串来示来表
示灯的状态,000即三盏灯都是关着
的，111即三盏灯都是开着的。

   而每盏灯只有两种状态，意味着
一个位置上要么是0要么是1，那我
们可以用一个二进制数字来代表这
个状态，这样，三盏灯对应的全部
状态可以用0到7这8个数字来表示。



从状态压缩的特点来看，这个算法适用的题目符合以下的条件： 

1.解法需要保存一定的状态数据（表示一种状态的一个数据值），

每个状态数据通常情况下是可以通过2进制来表示。这就要求状态数

据的每个单元只有两种状态，比如说棋盘上的格子，放棋子或者不

放，或者是硬币的正反两面。这样用0或者1来表示状态数据的每个

单元，而整个状态数据就是一个一串0和1组成的二进制数。 

2.解法需要将状态数据实现为一个基本数据类型，比如int，long等

等，即所谓的状态压缩。状态压缩的目的一方面是缩小了数据存储

的空间，另一方面是在状态对比和状态整体处理时能够提高效率。

这样就要求状态数据中的单元个数不能太大，比如用int来表示一个

状态的时候，状态的单元个数不能超过32（32位的机器）。

状态压缩的使用特点



从数学的角度考虑

集合A

难以操作的状态

集合B

方便操作的状态

我们定义两个函数 f 和 g  f(A)=B  ，g(B)=A  这就是

状态压缩所要表达的意思。

而这两个函数是存在于我们头脑中的，由我们来定义这两

个函数，将一个复杂的状态转换成一个  简单的便于操作

的状态，然后在解决问题的时候就会比较轻松了。



讲个简单的问题

考虑01背包问题的小数据情况。

给出n<10个物品,每个物品有一个价值v,一个质量w,

而你有一个背包，最多可以装W质量的东西，体积无限大。

问怎么选择可以获得最大的价值



由于n很小，我们可以直接通过dfs来计算答案。

现在我们来考虑状态压缩要怎么处理，

首先，答案一定是在n个物品中选择了m<=n个，每个物品只

有要和不要两种选择，那么同之前的电灯一样，我们可以用

一个二进制数字来表示最终答案所代表的状态。

假设n是5 那么01100就可以表示选择了第2和第3件物品的状

态，

然后我们去计算一下这样的价值和质量，看看质量是不是合

法，然后更新一下答案即可。



scanf("%d%d", &W, &n);
for (int i = 0; i < n; i++) 

scanf("%d%d", &w[i], &v[i]);
int ans = 0;
for (int i = 0; i < (1 << n); i++)
{

int a = 0, b = 0;
for (int j = 0; j < n; j++)
{

if (i&(1 << j)) a += v[j], b += w[j];
}
if (b <= W) ans = max(ans, a);

}
printf("%d\n", ans);

[2819] 01背包
输入样例
10 4
2 1
3 3
4 5
7 9
输出样例 
12



状态压缩——预备知识

名称 C/C++样式 简记法则

按位与 & 全一则一，否则为零

按位或 | 有一则一，否则为零

按位取反 ~ (!) 是零则一，是一则零

按位异或 ^ 不同则一，相同则零

左移位 << a<<k等价于a*2k

右移位 >> a>>k等价于a/2k

位运算(bitwise operation)。其优先级：
   ~ >  &> ^ >|



位运算-左移  <<

 假设有个变量x=1；

    那么x=x<<1表示的意思如下：

       x:0000000000000001（二进制表示）

    x<<1:0000000000000010 (也就是把x的每一位向左移
动1位的结果，右边不够的用0添上)

    此时x=x<<1 ==2，其实可以看做乘2

    x<<i 表示的就是左移i位,可以看做乘 i 次 2



    假设有个变量x=2；

    那么x=x>>1表示的意思如下：

    x:       0000000000000010（二进制表示）

    x>>1:0000000000000001 (也就是把x的每一位向右移
动1位的结果，左边不够的用0添上)

    此时x=x>>1 ==1，其实可以看做除2

    x>>i 表示的就是右移i位,可以看做除 i 次2

位运算-右移  >>



位运算-或运算 |

   设x=101， y=010(都是二进制表示)

    那么x|y表示如下

    x:  101

    y:  010

    x|y:111

    其实也就是将x和y表示成二进制，然后按位做或运算

    此时x|y==7(10进制表示)



    设x=101 y=010(都是二进制表示)

    那么x&y表示如下

    x:   101

    y:   010

    x&y: 000

     将x和y表示成二进制，然后按位做与运算

    此时x&y==0(10进制表示)

位运算-与运算 &



设x=101(都是二进制表示)

    那么~x表示如下

    x:      101

   ~x:      010

    其实也就是将x表示成二进制，然后按位做取反运算

    此时~x==2(10进制表示)

位运算-非运算 ~



    设x=1010 y=1100 (都是二进制表示)

    那么x^y表示如下

    x:     1010

    y:     1100

    x^y:   0110

    其实也就是将x和y表示成二进制，然后按位做异或运
算，也就是相同为0，不同为1

    此时x^y==6(10进制表示)

位运算-与运算 ^



    假设x=1010(10进制的10)

    我们要获取从左边数第2为的值，那么我们可以这样
来取

    x&(1<<1)也就是

    x:       1010

    1<<1:    0010

    x&(1<<1) 0010

    这样我们就可以通过判断x&(1<<2)是否等于0来知道
这一位是0还是1了

    当然我们可以用x&(3<<2)来取得第3位和第4位

位运算-获取一个或多个固定位的值



    假设x=1010(10进制的10)

    我们要把从左边数第2为的值置零，那么我们可以这
样来做

    x&(~(1<<1))也就是

              x:  1010 

        ~(1<<1): 1101

    x&(~(1<<1))： 1000

    当然我们可以用x&(~(3<<2))来把第3位和第4位置零

位运算-把一个或多个固定位的值置零



    假设x=1010(10进制的10)

    要把从左边数第2为的值取反，可以这样做

           x^(~(1<<1))

    也就是如果x=1010

        x:         1010           

     1<<1:         0010  

  ~(1<<1):         1101

                   1010

    x^(1<<1) :     0111   

    当然我们可以用x^(3<<2)来把第3位和第4位取反

位运算-一个或多个固定位的值取反



   在n*n(n≤10)的方格棋盘上放置n个车(可以攻击所在

行、列)，求使他们互相不能攻击的方案总数。

1 [2993] 棋盘放置



   我们一行一行放置，则第一行有n种选择，第二行n-

1，……，最后一行只有1种选择，根据乘法原理，答案就

是n!

数学角度思考

  这里既然以它作为状态压缩的引例，当然不会是为了介

绍组合数学。我们下面来看另外一种解法：

状态压缩递推(States Compressing Recursion,SCR)



    取棋子的放置情况作为状态，某一列如果已经放置棋

子则为1，否则为0。这样，一个状态就可以用一个最多20

位的二进制数表示。

   例如 n = 5,第1、3、4列已经放置，则这个状态可以

表示为01101(从右到左)。设fs 为达到状态s的方案数，即

f(01101)表示前3行，在第1、3、4列已经放置了棋子的方

案数。 尝试建立f 的递推关系。

状态压缩角度思考



f(01101)

第1、3、4列为1



这三种情况互不相交，且只可能有这三种情况，根据加法原

理，应该等于这三种情况的和，写成递推式就是：

这个式子相当于01101分别从右到左把有1的位置变为零，然

后相加。

推广状态S，那么

          f[S] =Σf[S^(1<<(i-1))]，

    其中i是枚举的状态S中每一个1的位置（从低位到高位）。

然后依次去掉一个1。

边界条件：f[0] = 1。



    设x=1010 y=1100 (都是二进制表示)

    那么x^y表示如下

    x:     1010

    y:     1100

    x^y:   0110

    其实也就是将x和y表示成二进制，然后按位做异或运
算，也就是相同为0，不同为1

    此时x^y==6(10进制表示)

位运算-与运算 ^



          f[S] =Σf[S^(1<<(i-1))]，

通过异或操作，出去每次都少一个1的状态



在 n*n(n≤10)的方格棋盘上放置 n 个车(可以攻击所在行、
列)，求使它们不能互相攻击的方案总数。

输入 n
输出 使它们不能互相攻击的方案总数

输入样例 
5
输出样例 
120

[2993] 棋盘放置
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111

101 110 011

100

001 100 010

010

001

000

000
000 000

000

000

n=3

f[0]=0

f[111] =f[101]+f[110]+f[011]
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源代码



30

源代码
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2 [7286] 国王放置

  在n*m的棋盘上放置k个国王，要求k个国王互相不攻击，

有多少种不同的放置方法。假设国王放置在第(x,y)格，国

王的攻击的区域是:(x-1,y-1), (x-1,y),(x-1,y+1),(x,y-

1),(x,y+1),(x+1,y-1),(x+1,y),(x+1,y+1)。

  输入包括三个数 n,m,k，(0<n,m<=8,0<k<=n∗ m)n,m,k，

(0<n,m<=5,0<k<=n∗ m) 含义如题面。

  输出不同的放置的方案数，每个结果占一行。

输入样例 4 4 4

输出样例 79
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[7286] 国王放置

5种
3种

4种

2种

0种
1种
1种

共计16种
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分析

  这种 棋盘放置类 问题，在没有事先知道一些特定性质 

的情况下来做，都会想到爆搜。本题的数据规模，也是向着

爆搜去设置的。如果我们直接爆搜，则时间复杂度为 2�2
 ，

会超时。
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分析

    考虑一下如何进行动态规划。由于在第 i 层放置国王

的行为，受到i-1 层和 i+1 层以及 i 层的状态影响。那

么我们就可以规定从上往下枚举的顺序，这样考虑第 i 层

状态时，只需考虑 i-1 层的状态即可。于是我们可以考虑

把层数 i 作为动态规划的 阶段 进行 线性DP。

   而第 i 阶段需要记录的就是前i-1层放置了的国王数量 

j，以及在第 i 层的 棋盘状态 k。
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状态表示

01000000

00010001

01000100

？ ？ ？ ？？ ？ state ?

    f[i][j][s] 表示前i行共摆了j个国王,第i行的状态为

s的所有方案数

i

如f[3][5][68]表示?

用二进制表示该状态，就是 (01000100)2= (68)10
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状态表示

 1  2   3  4   5   6  7  8

    设f[i][j][s] 表示前i行共摆了j个国王,第i行的状态

为s的所有方案数。

    f[3][5][34]表示前3行共放了5个国王，第三的状态为

（00100010）如下图所示为：
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状态转移

... ...  ...

因为第i行的状态已经确定，所以第i行的国王数和国王的
位置已经确定:

f[i-1][j-count[s][b] 已经摆完了前i-1排，并且第i-1排的状态是b,共摆了
了j-count(s)个国王的所有方案。

f[i][j][s]=∑f[i-1][j-count(s)][b]

f[3][5][68]

f[2][3][1] f[2][3][2] f[2][3][4]
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状态转移
8  7   6   5   4  3   2  1     

第i-1行

第 i  行

  第i-1层的状态b可选择状态空间为28种状态，但这些

状态与第i层不能相互攻击到，同时第i-1层自身也要符

合要求，即要满足：

1. 第i-1层内不能有相邻的两个1

2. 第i-1层不能与第i层相互攻击到

00100010
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状态转移

8  7   6   5   4  3   2  1     

符合要求的第i-1行

第 i  行 00100010

a表示第i-1行状态，b表示第i行状态，则

(a&b)==0  表示上下行国王不再同一列

(a|b)     表示上下两行哪些位置相邻的国王(a|b不能相邻的1）

a

b

a&b

a

b

a|b

a

b

a&b

a

b

a|b

a

b

a&b

a

b

a|b

a

b

a&b

a

b

a|b
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复杂度分析

状态数量*每一个状态转移需要的计算量

行数 i<=10
国王数量 j<=100
状态数<=210=1000（实际符合要求的状态不多）
状态转移的计算量：1000

f[i][j][s]
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源代码1



42

源代码2
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源代码3
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源代码4
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源代码5
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数组写法
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3 [7284] 蒙德里安的梦想
  求把N*M的棋盘分割成若干个1*2的的长方形，有多少

种方案。例如当N=2，M=4时，共有5种方案。当N=2，M=3

时，共有3种方案。

  

   输入包含多组测试用例。每组测试用例占一行，包含

两个整数N和M。当输入用例N=0，M=0时，表示输入终止，

且该用例无需处理。

  输出每个测试用例输出一个结果，每个结果占一行。  

  数据范围1≤N,M≤11
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核心：
先放横着的，再放竖着的。
总方案数，等于只放横着的小方块的合法方案数。
如何判断，当前方案是否合法?所有剩余位置，能否填充满竖着的小方块。
可以按列来看，每一列内部所有连续的空着的小方块，需要是偶数个。

分析

状态表示：f[i,j]表示已经将前i-1列摆好，且从第i-1列，伸出到第
i列的的状态为j所有方案。
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• Youth Hostel Dorm（Nwerc2007）
• 在一个n*m的网格旅馆中，边界上有唯一的门。

除了门之外，其余的格子要么是空地，要么是床。
一张床可访问到，当且仅当他相邻格子中有一个
空地格子所在连通块是门所在的连通块，

• 问最多能访问到多少张床。
• 范围：n,m<=8




