
数论

• 数论，是专门研究整数的纯数学的分支，而整数的基本元素

是素数（也称质数），所以数论的本质是对素数性质的研究。

• 数论被高斯誉为“数学中的皇冠”。按研究方法来看，数论

大致可分为初等数论和高等数论。而初等数论是用初等方法

研究的数论，它的研究方法本质上说，就是利用整除性质，

主要包括整除理论、同余理论、连分数理论。

• 信息学竞赛中的数论主要涉及素数、约数、同余和数论函数

等相关知识。
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1 基本概念
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整数集合：  Z={...,-2,-1,0,1,2,...}

自然数集合：N={0,1,2,...}

整除：若 a=bk，其中a, b, k都是整数，则b整除a,记做

b|a。

约数：若b|a且b>=0, 则称b是a的约数（因数），a是b的倍

数。

l    1整除任何数，任何数都整除0。

l    若a|b, a|c，则a|(b+c), a|(b-c)。

l    若a|b, 则对任意整数c, a|(bc)。

传递性：若a|b,b|c, 则a|c。



1  素数与合数
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素数：a>1 且除了1和本身外不能被其它数整除的数。

合数：a>1 且不是素数的数称为合数。

其他整数（0,1负整数）既不是素数也不是合数。

素数有无穷多个，但分布比较稀疏，不大于n的素数约有

n/ln(n)个。



2 素数判定（试除法）
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2.1  素数判定（试除法）

1 bool isPrime(int n){
2 if (n==1) return false;
3 else{
4 for(int i=2;i*i<=n;i++)
5 if (n % i == 0) return false;
6 return true;
7 }
8 }
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2.2  朴素筛选法
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   对于序列中的每个合数，一定可以写成� ∗ �的形式，

�是序列左边较小的数，�是倍数，枚举倍数�,把� ∗ �标
记为合数，这就是筛选法。
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20



2.2  朴素筛选法
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2.2  朴素筛选法
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    在筛选过程中，第一轮执行n/2次，第二轮执行n/3

次，第三轮执行n/4次....

时间复杂度为�( �
2
+

�
3

+ �
4
+....)=�(� ∗ ( 1

2
+

1
3
+...))

                          =�(� ∗ ����)
每个i都需要遍历：



2.3 埃氏(Eratosthenes)筛法
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 在朴素筛选法中，

对每个数都进行

筛选，显然存在

大量重复的筛选，

如筛选过2后，2

的倍数就不需要

再筛选。这就是

埃氏筛选法。



2.3 埃氏(Eratosthenes)筛法
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      埃氏筛选法只筛选素数的倍数：

时间复杂度为 �(�
2
+�

3
+ �

5
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7
+ �
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.....)

                         =�(� ∗ �������)≈ �(�)



1 #define maxn 1000000
2 bool isPrime[maxn+1];
       /* isPrime[i]true表示i为素数*/
3 void eratos(int n){
4 int i,j;
5 isPrime[0] = isPrime[1] = false;
6 for(i = 2;i <= n; ++i) 
7 isPrime[i] = true;
8 for(i = 2;i * i <= n; ++i) 
9 if(isPrime[i]){
10 for(j = i * i;j <= n;j += 
i) 
11 isPrime[j] = 
false;
12 }
13 }
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2.3 埃氏(Eratosthenes)筛法
遍历每一个素数即可：



[1444] 埃氏筛选求素数
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2.4 线性筛选（欧拉筛选）
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    如何去掉这些重复的筛选？每个合数只会被它的最小质

因子筛掉，每个合数只会被筛一次。

   这就是“快速线性筛选法”，也称为欧拉筛选。快速线性

筛选法没有冗余，不会重复筛除一个数，几乎是线性的。

107 时比埃氏筛法快一倍

106 时与埃氏筛法差不多

埃氏筛选中，以n=50为例，30这个数被筛了3次，分别
是：

2 ∗ 15(p = 2)
3 ∗ 10(p = 3)
5 ∗ 10(p = 5)



欧拉筛法（线性筛）

• 枚举 2~n 中的每一个数 i：

• 如果 i 是素数则保存到素数表中;

• 利用 i 和素数表中的素数 prime[j] 去筛除 

i*prime[j] ，为了确保i*prime[j] 只被素数 prime[j] 

筛除过这一次，要确保 prime[j] 是i*prime[j] 中最小

的素因子，即 i 中不能有比 prime[j] 还要小的素因子。
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欧拉筛法（线性筛）

   1.如果i素数的话，素数i乘以不大于i的素数，这样筛除的数

是不会重复的（线性筛选的理论基础）。筛出的数都是  n =
p1 ∗ p2 的形式，且p1 和 p2 不相等；如:

    i = 2:  n = 2;
        i = 3: 2 ∗ 3,3 ∗ 3;
        i = 5: 2 ∗ 5,3 ∗ 5,5 ∗ 5 

   不会有值相等

2. 如果i是合数，此时i可以表示成递增素数相乘 i = p1 ∗ p2 ∗

. . . ∗ pn，�� ≤ ��(� <= �) ，p1 也是最小的系数。
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素数表 筛除的数 素数表 筛除的数

2 {2} {4} 13 {2,3,5,7,11,13} {26,39}

3 {2,3} {6,9} 14 {2,3,5,7,11,13} {28}

4 {2,3} {8} 15 {2,3,5,7,11,13} {30,45}

5 {2,3,5} {10,15,25} 16 {2,3,5,7,11,13} {32}

6 {2,3,5} {12} 17 {2,3,5,7,11,13,17} {34}

7 {2,3,5,7} {14,21,35,49} 18 {2,3,5,7,11,13,17} {36}

8 {2,3,5,7} {16} 19 {2,3,5,7,11,13,17,19} {38}

9 {2,3,5,7} {18,27} 20 {2,3,5,7,11,13,17,19} {20}

10 {2,3,5,7} {20} 21 {2,3,5,7,11,13,17,19} {42}

11 {2,3,5,7,11} {22,33} 22 {2,3,5,7,11,13,17,19} {44}

12 {2,3,5,7,11} {24} ... ... ...
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线性筛 n=50 的筛选过程图示：



2025-1-1417

欧拉筛法（线性筛）

1)当i%primes[j]!=0时,说明此时遍历到的primes[j]不是i的质因子，那么只可
能是此时的primes[j]<i的最小质因子,所以primes[j]*i的最小质因子就是
primes[j];
2)当有i%primes[j]==0时,说明i的最小质因子是primes[j],因此primes[j]*i的
最小质因子也就应该是prime[j]，之后接着用st[primes[j+1]*i]=true去筛合
数时，就不是用最小质因子去更新了,因为i有最小质因子
primes[j]<primes[j+1],此时的primes[j+1]不是primes[j+1]*i的最小质因子，
此时就应该退出循环，避免之后重复进行筛选。



[1634] 线性筛素数

18



素数筛法
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[3934]质数距离
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   给定两个整数 L,R，求闭区间 [L,R] 中相邻两个质数差

值最小的数对与差值最大的数对。当存在多个时，输出靠前

的素数对。

   1≤L<R<231(1<=L<R<=2147483647), R−L≤106 。
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23

    由于L和R的范围很大，所以，直接通过素数筛跑出答案
会超时，但是，L和R的区间<=1e6，因此我们可以考虑求出
[L,R]中的所有素数。
  如果直接求，时间复杂度为[R-L] *sqrt(x),也会超时。还
是需要考虑筛选法，但常规筛选法是从[2,N]全区域筛选，也
会超时，此时我们要思考如何缩小筛选的范围？

分析

    我们可以先通过素数筛跑出2~sqrt（R）的所有素数，对
于每个素数a，把[L，R]中所有能被a整除的数（i*a）（合数）
标记，所有未被标记的数就是素数，把相邻的2个素数比较，
找出差最小和最大的。
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2 因式分解
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18 = 2 * 3 * 3 = 2^1 * 3^2

45 = 3 * 3 * 5

.....

显而易见，对于一个合数N，一定存在两个数，使其相乘为N，这两个

数就是N的因子。

若这两个数不为素数，则可以继续将这两个数分解，直至得到素数。

综上所述，一个合数N，是由多个素因子相乘得到。



2 因式分解
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18 = 2 * 3 * 3 = 2^1 * 3^2

45 = 3 * 3 * 5

.....

显而易见，对于一个合数N，一定存在两个数，使其相乘为N，这两个

数就是N的因子。

若这两个数不为素数，则可以继续将这两个数分解，直至得到素数。

综上所述，一个合数N，是由多个素因子相乘得到。



1 [3261]质因数分解

1 for(int i=2;i*i <= n;i++) 
2 if(n%i == 0) {
3 cout << n/i << endl;
4 break;
5 }
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已知正整数n是两个不同的质数的乘积，试求出较大的那
个质数。

对于100%的数据，6≤n≤2*109。
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2 [2658]质因数分解2
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  给定 n 个正整数 ai，将每个数分解质因数，并按照质因数
从小到大的顺序输出每个质因数的底数和指数。 

  第一行包含整数 n。 接下来 n 行，每行包含一个正整数 
ai。 

对于每个正整数 ai，按照从小到大的顺序输出其分解质因数
后，每个质因数的底数和指数，每个底数和指数占一行。 

每个正整数的质因数全部输出完毕后，输出一个空行。 

1≤n≤100  2≤ai≤2×109 



    x 的质因子最多只包含一个大于 根号x 的质数。如
果有两个，这两个因子的乘积就会大于 x，矛盾。

   i 从 2 遍历到 根号x。 用 x / i，如果余数为 0，
则 i 是一个质因子。

s 表示质因子 i 的指数，x /= i 为 0，则 s++， x = x 
/ i 。

最后检查是否有大于 根号x 的质因子，如果有，输出。

32
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3 [1329] 质数因子分解
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   在数学课上，老师给同学们讲解了如何对一个正整数n进行

质数因子分解，如60=2*2*3*5，其质数因子为2、2、3、5。课

后，老师给同学们布置了一道习题：求一个正整数的质数因子

分解形式中，各质数因子之和（如果质数因子重复的话，则必

须多次计算；注意1不是质数）。例如60的质数因子之和为12。

请你通过编程的方法帮同学们解答这道习题。 

输入格式

每个测试数据n占一行， 

  2≤n≤2×109 



4 [4329]: Sherlock and his girlfriend
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  夏洛克有了一个新女朋友。情人节快到了，他想送给她一
些珠宝。他买了n件珠宝。第i件的价格等于i+1，即珠宝的
价格为2,3,4，。。。n+1。
  沃森给夏洛克一个挑战，让他给这些珠宝上色，如果其中
一件的价格是另一件价格的素因子，那么两件的颜色就不能
一样。 
此外，沃森要求他尽量减少使用不同颜色的数量。 
  输入一行包含单个整数n（1≤N≤1000000)− 珠宝的数量。
  输出的第一行应该包含一个整数k，即在给定约束条件下
可用于为珠宝件上色的最小颜色数。
下一行由n个空格分隔的整数（介于1和k之间）组成，这些
整数按照价格上涨的顺序指定每件物品的颜色。
如果有多种方法可以使用k颜色为工件着色，则可以输出其
中任何一种。



分析
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    题目说如果一件珠宝的价格是另一件珠宝价格的素因子，
那么两件珠宝就不能有相同的颜色，两者颜色不同。那么一
个无论多大的非素数都可以分解为多个因子，所以题目的本
质只是让我们区别素数和非素数，所以最多的颜色种类也只
有两种，至于素数是1还是非素数是1，都是可以过的。
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3 筛选法
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   常规试除法，通常写一个函数对要判断的整数x，时间复

杂度为O( �).如果要判断n的数是否是素数，时间复杂度为

O(� ∗ �)。

  如果能够实现准备好素数表就可以帮助我们更有效地求解

素数的相关问题。筛选法可以快速列举给定范围内的所有素

数。其时间复杂度不大于O(� ∗ ����)。
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[7549]最强素数
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  素数41能写成连续6个素数之和：41=2+3+5+7+11+13。
  现在要求n以内的素数中，能表示为最多连续素数之和的
那个数，如果有多个答案，请输出最大的那个素数。
  输入仅一行，一个整数n。100%的数据，1<=n<=1000000
  输出就一个整数，为所求的能表示为最多连续素数和的那
个素数。 
输入样例 100
输出样例  41



分析
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    题目要求找[1,n]范围内能表示为最多个连续素数和的
素数并输出（如果有多个输出最大的）。
    首先筛选出一定范围内所需要的素数并存储，然后在
找出不大于 n 的最大素数下标 x，暴力枚举所有 
prime[0]~prime[x]里所有组合，就可以得到答案。



求出所有素数
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统计最长和
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筛法优化素因数分解-1

• 利用埃氏筛法可以快速实现素因数分解，只要在判定素数

时记录下每个数值的最小素因数即可。算法实现如下：

1 #define maxn 1000000
2 bool isPrime[maxn+1];
3 int minFactor[maxn+1]; //记录每个数的最小素因数的数组

5 void eratos(int n){
6 int i,j;
7 isPrime[0] = isPrime[1] = false;
8 minFactor[0] = minFactor[1] = -1;
9 for(i = 2;i <= n; ++i) {
10 isPrime[i] = true;
11 minFactor[i] = i;
//初始化，表示还未找到最小的素因数
12 }
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筛法优化素因数分解-2

13 for(i = 2;i * i <= n; ++i) { 
14 if(isPrime[i]){
15 for(j = i * i;j <= n;j += i){
16 isPrime[j] = false;
17 if(minFactor[j]==j) //如果此前尚未找到j
的素因数，
18 //那么将其设为i
19 minFactor[j] = i; 
20 }
21 }
22 }
23}

2025-1-1445



2025-1-1446

筛法优化素因数分解-3


