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基本概念

2025-1-142

整数集合：  Z={...,-2,-1,0,1,2,...}

自然数集合：N={0,1,2,...}

整除：设a是非零整数，b是整数。如果存在一个整数q,使

得 b=a*q，那么就说b可被a整除，记做�|�,且称b是a的倍

数，a是b的约数（因子）。

基本性质：
1. 如果a|b,且b|c,那么a|c。

2. a|b且a|c,等价于任意的整数x和y,有a|(b*x+c*y)。

3. 设� ≠ 0, 那么�|� 等价于(� ∗ �)|(� ∗ �)。
4. 设整数x和y满足:a*x+b*y=1,且a|n,b|n,那么（a*b)|n。

5. 若� = � ∗ � + �,那么 �|�的充要条件时�|�。



同余

2025-1-143

一般地，设n为正整数，a、b为整数，如果a和b被n除后余

数相同，那么称a和b模n同余，记作a≡b(mod n）。如果a和

b被n除后余数不同，那么称a和b模n不同余。

二、同余与整除的关系

� ≡ �(��� �) ↔ �|� − �

一、概念

a-b 也能被n整除



同余

2025-1-144

二、同余与整除的关系

     设a、b被n除后商分别为q、q',余数分别为r、r'，则
　　a =  nq +  r         b =  nq' +  r'  
        其中0 <=  r <  n, 0 <=  r' <  n.

       若  a ≡  b (mod n),
       则  r =  r',    (a −  b) =  n(q −  q'),
       所以n | a −  b.

        反过来，n | a - b = n(q - q') + r - r',则n | r - r',因为 
            -n < r - r' < n,所以只能是r = r‘，所以a和b模n同余.

� ≡ �(��� �) ↔ �|� − �



同余

2025-1-145

三、性质

从同余的概念和一些简单的探究，同余式a ≡ b(mod n)与
等式a = b又许多类似的性质

1、若a ≡  b(mod n), c ≡  d(mod n),则
　(1）a + c ≡ b + d(mod n)

　(2) ac ≡ bd(mod n)

　(3) ka ≡ kb(mod n),k为任意整数

　(4) a^m ≡ b^m(mod n)，m为正整数

2、若ab ≡  ac(mod n), (a, n) =  1,则b ≡  c(mod n)



1 [1314]   指数取模

6

 输入整数m,n,k,求mn mod k的值。m,n,k*k为长整型范

围内的自然数。 

输入一行3个整数，分别为m,n, 

输出一行一个整数，表示结果。



分析

7

如何求 389 mod 7?
31 ≡ 3(��� 7)
32 ≡ 32(��� 7) ≡ 2(��� 7)
34 ≡ (32)2(��� 7) ≡ 22(��� 7) ≡  4
38 ≡ (34)2(��� 7) ≡ 42(��� 7) ≡  2
316 ≡ (38)2(��� 7) ≡ 22(��� 7) ≡  4
332 ≡ (316)2(��� 7) ≡ 42(��� 7) ≡  2
...   ...
389 ≡ (364) ∗ (332) ∗ (316) ∗ (38) ∗ (31)(��� 7)
≡ 4 ∗ 4 ∗ 2 ∗ 3(��� 7) ≡  96(��� 7)
                                             ≡  5(��� 7)



   所以，首先将n分解成2的幂次方，存放在一个数组r中，
r[i]=1表示有 mi这一项。然后用递推的方法从小到大逐
个求出 mi mod k 的值（j从i到1）存放在数组d中。

8

�^� =  
1                       如果� = 0

� ∗ �^(� − 1)      如果�是奇数
(�^2)^(� ��� 2) 如果�是偶数

389 = (344)2 ∗ 3 = . . . = (((((32) ∗ 3)2 ∗ 3)2)2)2 ∗ 3
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2 [3647 1591] 等差等比、序列的第k个数

   陈晫在学等差数列和等比数列，当已知前三项时，就可以
知道是等差数列还是等比数列。现在给你序列的前三项，这
个序列要么是等差序列，要么是等比序列，你能求出第 k 项
的值吗。 如果第 k 项的值太大，对 200907 取模。

输入第一行一个整数 T，表示有 T 组测试数据；

    对于每组测试数据，输入前三项 a,b,c，然后输入 k。

    对于全部数据，1<=T<=100,1<=a<=b<=c<=109,1<=k<=109
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输出格式
对于每组数据输出第 k 项的值，对 200907 取模。
输入样例 
2
1 2 3 5
1 2 4 5
输出样例 
5 
16

[3647 ]  陈晫的等差等比
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  如何判断是等差还是等比数列；

  对于等差数列，ai+ai+2=2*ai+1,就是等差数列，根据通项 

an=a1+(n-1)*d, 就可以求出第n项。

   对于等比数列，ai/ai-1=ai+1/ai,求第n项时，an=a1*qn-1,求q

的n-1次幂，需要使用快速幂

分析
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[3647]  陈晫的等差等比



15

[3647]  陈晫的等差等比



3 [6382] 快速幂求逆元

2025-1-1416

给定 n 组 ai,pi，其中 pi 是质数，求 ai 模 pi 的
乘法逆元，若逆元不存在则输出 impossible。

注意：请返回在 0∼ p−1之间的逆元。

乘法逆元的定义

若整数 b，m 互质，并且对于任意的整数 a，如果满

足 b|a，则存在一个整数 x，使得 
�
�
≡ � × �(��� �) ，

则称 x 为 b 的模 m 乘法逆元，记为�−1(��� �) 。
b 存在乘法逆元的充要条件是 b 与模数 m 互质。当模
数 m 为质数时，bm−2 即为 b 的乘法逆元。
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分析
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费马小定理证明
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费马小定理证明



20



21

b=3,m=5, x=3^(5-2) %5=2 



22

代码



4 [3649] 越狱

2025-1-1423

监狱有连续编号为 1 到 n 的 n 个房间，每个房间关
押一个犯人。有 m 种宗教，每个犯人可能信仰其中一种。
如果相邻房间的犯人信仰的宗教相同，就可能发生越狱。
求有多少种状态可能发生越狱。

输入两个整数 m 和 n。对于全部数据，1≤m≤10
8
,1≤n≤10

12
。

输出可能越狱的状态数，对 100003 取余。

输入 输出
2 3 6
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分析
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代码：



5 [3513] 转圈游戏2 [tg2013]

2025-1-1426

n个小伙伴（编号从0到n-1）围坐一圈玩游戏。按照顺
时针方向给n个位置编号，从0到n-1。最初，第0号小伙伴
在第0号位置，第1号小伙伴在第1号位置，...，依此类推。

游戏规则如下：每一轮第0号位置上的小伙伴顺时针走
到第m号位置，第1号位置小伙伴走到第m+1号位置，...，
依此类推，第n−m号位置上的小伙伴走到第0号位置，第n-
m+1号位置上的小伙伴走到第1号位置，...，第n-1号位置
上的小伙伴顺时针走到第m-1号位置。

现在，一共进行了10k轮，请问x号小伙伴最后走到了第
几号位置。输入4个整数n、m、k、x，,输出 表示10k轮后x
号小伙伴所在的位置编号。

1<n<1,000,000，0<m<n，0≤x<n，0<k<109。



[3513] 转圈游戏2 [快速幂]

2025-1-1427

输入 输出
10 3 4 5 5



[3513] 转圈游戏2 [快速幂]

2025-1-1428



矩阵快速幂

2025-1-1429

快速幂算法不光可以求解普通的快速幂问题，我们还可
以用同样的方法对一个任意大小的矩阵求快速幂。快速幂
在矩阵乘法中的作用非常的大，普通的两个矩阵相乘的时
间复杂度约为 O ( n3 )



6 [1945] 斐波那契前 n 项和

2025-1-1430

大家都知道 Fibonacci 数列吧，
f1=1,f2=1,f3=2,f4=3,…,fn=fn-1+fn-2。

现在问题很简单，输入 n 和 m，求 fn 的前 n 项和 Sn 
mod m。
1≤n≤2000000000,1≤m≤1000000010

输入 输出
5 1000 12



分析：

2025-1-1431

暴力递归：O(2n)
递推动归：O(n)
矩阵快速幂：
O(logn)
数学公示：O(1)

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 1 2 3 5 8 13



分析：

2025-1-1432

 � �� � =  1 11 0 

 � �� �  
1
0 =  11 

 � �� �  
1
1 =  21 

 
� ∗ 1 + � ∗ 0 = 1
� ∗ 1 + � ∗ 0 = 1
� ∗ 1 + � ∗ 1 = 2
� ∗ 1 + � ∗ 1 = 1

� = 1
� = 1
� = 1
� = 0

 ����−1
 =  1 11 0  

��−1
��−2

 = . . . =  1 11 0 
�−2

 �2�1
 



分析：

2025-1-1433



2025-1-1434

分析：

��+2 + ��+1 = ��+1 + �� + ��+1

 ��+2��+1
 =  1 11 0  

��+1
��+0

 = . . . =  1 11 0 
�
 �2�1

 



矩阵快速幂

2025-1-1435

 ��+2��+1
 =  1 11 0  

��+1
��+0

 = . . . =  1 11 0 
�
 �2�1

 

 ��+2 ，��+1 =  ��+2 ，��+1  
1 1
1 0 = . . . =  �2 ，�1  

1 1
1 0 

�

��+2 + ��+1 = ��+1 + �� + ��+1



代码1：

2025-1-1436



代码2：

2025-1-1437



代码3：

2025-1-1438



 7 [9256] [lq2015]垒骰子_1700 [dp dfs]

2025-1-1439

赌圣 atm 晚年迷恋上了垒骰子，就是把骰子一个垒在另
一个上边，不能歪歪扭扭，要垒成方柱体。经过长期观察，
atm 发现了稳定骰子的奥秘：有些数字的面贴着会互相排斥！
我们先来规范一下骰子：1 的对面是 4，2 的对面是 5，3 
的对面是 6。

假设有 m 组互斥现象，每组中的那两个数字
的面紧贴在一起，骰子就不能稳定的垒起来。atm 
想计算一下有多少种不同的可能的垒骰子方式。
两种垒骰子方式相同，当且仅当这两种方式中对
应高度的骰子的对应数字的朝向都相同。
由于方案数可能过多，请输出模 109+7 的结果。。



[9256] [lq2015]垒骰子

2025-1-1440

第一行两个整数 n，m。0<n≤10
9
,m≤36

n 表示骰子数目。接下来 m 行，每行两个整数 a，b，
表示 a 和 b 数字不能紧贴在一起。
输出一行一个数，表示答案模 10

9
+7 的结果。

输入 输出
2 1
1 2

544



分析：

2025-1-1441

  骰子一个一个往上垒，且求方案数，非常典型的动态
规划问题。

f[i][j]表示考虑前i个骰子，且第i个骰子上面是
点数j时的方案数，这里先没有考虑骰子可以转动。

1. 求什么？（状态描述）



[9256] [lq2015]垒骰子

2025-1-1442



[9256] [lq2015]垒骰子

2025-1-1443



[9256] [lq2015]垒骰子

2025-1-1444


